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avant-propos 


La deuxième partie de la Géométrie contemporaine est consacrée à l’ex¬ 
posé des idées et méthodes de la topologie, illustré en certains cas par des 
applications physiques (surtout dans les derniers chapitres du livre). A 
l’heure où les physiciens ont pris l’habitude d’employer les méthodes topo¬ 
logiques dans leurs recherches, nous avons décidé d’abandonner la mé¬ 
thode traditionnelle et de revenir au style de H. Poincaré, fondateur de la 
topologie, ou plutôt au style que nous croyons être le sien. On peut certes 
nous reprocher un manque de rigueur; nous répondons à cela que notre 
désir était d’initier les chercheurs (qui ne sont pas tous des spécialistes 
en mathématiques pures) aux remarquables idées intuitives sur lesquelles 
se fonde la topologie, ainsi que de les familiariser avec les rudiments de 
l’appareil mathématique particulier à cette science. 

Il est vrai que les points de vue ont beaucoup changé au cours des 
dernières décennies, au point que des choses fondamentales et premières 
ont parfois cessé d’être considérées comme telles. A ce titre, et compte 
tenu du développement actuel du champ d’application de la science topo¬ 
logique, nous préférons commencer le cours par la théorie des variétés 
différentiables (avec leur géométrie riemannienne), les éléments de la théorie 
de l’homotopie et les espaces fibrés, de manière à pouvoir se situer à la 
fois sur les points de vue de la topologie et de la géométrie différentielle, 
plutôt que de commencer par la topologie combinatoire et la théorie de 
l’homologie * comme l’exige la tradition. 

Nous tenons à souligner que tout chercheur désireux d’approfondir 
ses connaissances en topologie, étant spécialiste par exemple de physique 
théorique, doit posséder à la perfection les méthodes d’analyse classique, 
de géométrie et de théorie des champs; aussi, pour pouvoir apprécier les 
méthodes topologiques à leur juste valeur, devra-t-il se reporter souvent 
à la Première partie de l’ouvrage en lisant la Deuxième. 


♦Certains fragments de la théorie de l’homologie apparaîtront déjà dans cette 
partie; nous tenons à signaler toutefois qu’une Troisième partie sera entièrement réservée 
à ces questions. 
































CHAPITRE PREMIER 
EXEMPLES DE VARIÉTÉS 


§ 1. Notion de variété 

1. Définition d’une variété. La notion de variété ressort clairement en 
considérant les pratiques de la cartographie, science dont les fondements 
mathématiques sont dus à Gauss. Le caractère général de cette notion est 
extraordinaire, ce qui explique ses applications à une vaste classe de figures 
géométriques très compliquées. 

Rappelons la pratique de la cartographie. Les personnes chargées de 
cette mission se répartissent en équipes séparées, de telle sorte que: 

a) chaque portion de territoire à cartographier est impartie à une équipe 
(par exemple d'indice /); 

b) chaque fois que deux portions de terrain assignées aux équipes 
différentes (par exemple d'indices i et j) présentent des points communs, 
les équipes concernées ont le devoir de marquer toutes les correspondances 
sur leurs cartes respectives. Dans la pratique courante, cela revient à indi¬ 
quer un certain nombre de localités ou lieux-dits, afin de pouvoir cerner les 
correspondances du premier coup d’œil. 

Souvent on indique sur la carte la façon de calculer la longueur réelle de 
tous les chemins qui y sont représentés; nous n’insisterons pas davantage 
sur cette question, vu que la notion de la longueur n’intervient pas dans 
notre définition de la variété. 

Nous savons que le support matériel de toute carte est une feuille de 
papier quadrillé, c’est-à-dire muni de coordonnées. L’ensemble des feuilles, 
ou cartes géographiques, constitue ce qu’on appelle l’atlas. 

Cela dit, nous passons à la définition générale qui sera assez longue. 

Définition 1. Par variété différentiable à n dimensions , on entend un 
ensemble de points quelconque M muni de la structure suivante: 1) M 
représente la réunion d’un nombre fini ou dénombrable de domaines U q 
d’un espace euclidien à n dimensions, M = U U q \ 2) chacun des domaines 

U q est muni de coordonnées x q , oc = 1, ...jfl, dites coordonnées locales. 
Les domaines U q s’appellent alors voisinages munis de coordonnées locales. 
L’intersection U q n U p de deux domaines quelconques de A/, si elle n’est 
pas vide, constitue aussi un domaine de l’espace euclidien ; ce domaine se 
trouve muni de deux systèmes de coordonnées locales (xJ) et (a 9 ). On 
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demande que chacun des systèmes se laisse exprimer différentiablement l’un 
en fonction de 1 autre : 

x^ = xj(xj-a = 1, 


Lejacobien detj^j sera alors non nul. Les fonctions (1) s’appellent 

fonctions de passage (des coordonnées x q aux coordonnées x p et inverse¬ 
ment). La classe de différentiabilité commune à toutes les fonctions de pas¬ 
sage pour l’ensemble des couples ( p , q) est la classe de différentiabilité 
de la variété M définie par l’«atlas» {C^}. 

L'exemple le plus élémentaire d’une variété est l’espace euclidien lui- 
même, ou bien son domaine quelconque. 

Un ouvert V de la variété M = U U q hérite de M la structure d’une 

<7 

variété: V = U V q9 où les domaines V q sont de la forme 

V q =V(\U q . (2) 


Un domaine dans l’espace complexe C" est un domaine réel à 2 n di¬ 
mensions; c’est aussi une variété. 

Etant données deux variétés M = U U q , N = U V p , on construit leur 

Q P 

produit direct MxN. Les éléments de la variété MxN sont par définition 
les couples de points (m, n); le recouvrement par les voisinages munis de 
coordonnées se définit comme suit: 


MxN = U U q xV p . (3) 

p.q 

Si (xJ) sont les coordonnées dans U q et (y^ p ) les coordonnées dans V p , le 
domaine U q X V p admet comme coordonnées (xJ, y p p ). 

Nous rencontrerons beaucoup d’autres exemples de variétés. 

11 est à noter que la notion générale d’une variété telle que nous venons 
de la définir est vraiment trop générale; les restrictions qui s’imposent 
seront faites un peu plus tard. Or, ces restrictions logiques devront être 
énoncées dans le langage de la topologie générale auquel nous ne pouvons 
pas encore recourir. On pourrait contourner cette difficulté en demandant 
des le début que la variété soit par définition une surface différentiable non 
singulière dans un espace euclidien de dimension quelconque (peut-être 
très grande). Tout cela est assez artificiel du point de vue logique; il est 
beaucoup plus facile de commencer par une définition abstraite des variétés 
pour montrer ensuite qu'elles peuvent être réalisées sous forme d’une sur- 
tace dans 1 espace euclidien. 


Rappelons quelques éléments de topologie générale: 

L L espace topologique est un ensemble de points X dans lequel il 
iste des ouverts; 1 intersection de deux ouverts quelconques et en général 


il 
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d’un nombre fini quelconque d'ouverts est un ouvert; la réunion d'un 
nombre fini quelconque d’ouverts est un ouvert; l'ensemble X lui-même 
et l’ensemble vide sont également des ouverts. 

Le complémentaire d’un ouvert est un fermé. 

On apprend dans le cours d’Analyse qu’une telle définition admet déjà 
des fonctions et applications continues: nous disons qu’une application 
f: X -> Y d’un espace topologique dans un autre est continue si l’image 
réciproque /“*(£/) de chaque ouvert U a y est un ouvert dans X. 

On introduit dans l’espace euclidien R" la «topologie euclidienne» 
pour laquelle les ouverts sont représentés par des domaines ouverts ordi¬ 
naires (voir Première partie, § 1). La «topologie induite» sur un sous- 
ensemble quelconque A c R” admet comme ouverts V les intersections 
U p A = V, où U est un domaine ouvert ordinaire de R". 

Définition 2. La topologie (euclidienne) sur une variété M est définie 
par une famille d’ensembles (domaines) ouverts : les ouverts dans chaque 
domaine de coordonnées U q <=. M sont des domaines ouverts de R n . L’en¬ 
semble des ouverts de M est la réunion dénombrable de ces ouverts. 


Avec une telle «topologisation» de Af, les applications (fonctions) 
continues sont des applications (fonctions) qui sont continues au sens 

ordinaire dans chaque U q . , 

2. Une classe importante des espaces topologiques est constituée par 
les espaces métriques. Etant donné deux points quelconques x,y dans 
un espace métrique X, on connaît toujours la distance p(x, y) de ces points. 
La distance possède les trois propriétés suivantes. 

1) p(*> y) — p(y> *)’ 

2) p( x , x ) = 0, p(x, y) > 0 pour x # y; 

3) P(x, y) < P(x,z) + p(z, y) («inégalité du triangle»). 

C’est ainsi que l'espace euclidien R" à n dimensions est un espace 
métrique [T rapport à la distance euclidienne de ses deux potnts quel- 

conques x = (x 1 , ..., x”), y — (y » •••>*)• 

p(x,y) = yt l (* I -y' )K 


Pour la topologie introduite in P quelconques de boules ouver- 

des réunions de boules ouvertes (d rentre A - e t de rayon e un ensemble 

tes), où l’on entend par boule ouverte de centre a, et ray 

de points a tels que p(a 0 , a) < dimensions, cette topologie est 

Dans le cas de l’espace pta haut, 

identique à la « topologie euclidi est une variété munie de la 

Un exemple important d1 espa points d’une variété munie 

métrique riemannienne (la distan "%^ dans Te n° 2 ci-dessous), 
de la métrique riemannienne sera definie dans le n 
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3. On dit que l’espace topologique X est un espace séparé , ou espace 
de Hausdorff, si ses deux points quelconques peuvent être entourés d’ouverts 
disjoints deux à deux. 

En particulier, tout espace métrique est séparé : si p(x , y ) = 2e, les 
boules ouvertes de rayon e ayant leurs centres en x et y sont disjointes 
en vertu de l’inégalité du triangle. Dans le texte qui suit , chaque fois qu'on 
parlera d'un espace , ce sera un espace séparé . Notre définition précédente 
d’une variété devra donc être précisée: on dira que toute variété est un 
espace séparé. 

4. On dit que l’espace X est compact si, de toute suite de ses points, 
on peut extraire une suite convergente. Une définition équivalente : si X est 
recouvert d’un ensemble dénombrable d’ouverts, on en extrait un nombre 
fini d’ouverts qui recouvrent X. 

5. Un espace topologique X est connexe s’il n’est pas réunion de deux 
ouverts non vides disjoints. On dit que l’espace est linéaire connexe si 
deux quelconques de ses points peuvent être liés par une courbe continue. 
Un espace linéairement connexe est connexe (démontrer !). 

6. Encore un exemple important d’espace topologique: c’est Yespace 
des applications M N d’une variété M dans une autre variété N. Sa 
topologie sera décrite plus tard. 

La notion de variété, qui pourrait paraître trop abstraite, se révèle 
pourtant très utile. Même si l’on reste dans le cadre d’un espace euclidien 
ou dans son domaine quelconque, on fait souvent recours à des change¬ 
ments de coordonnées et l’on définit les lois de transformation de telle 
ou telle grandeur. Il y a même des cas où, pour résoudre plus facilement 
un problème, on introduit deux systèmes de coordonnées differents et 
l’on voit les solutions « se souder » dans le domaine commun aux deux 
systèmes de coordonnées. D’autre part, il existe des surfaces (telles que 
la sphère) où il est impossible d’introduire un système unique de coor¬ 
données exempt de points singuliers. 

Une classe importante de variétés est formée par les variétés orientables. 

Définition 3. Une variété A/est orientée si les jacobiens des fonctions 

( dx* \ 

sont positifs pour chaque couple de domaines 

qui se rencontrent. 

Par exemple, l’espace euclidien R" muni de coordonnées (x 1 , ...,x n ) 
est orienté par définition. En le munissant de coordonnées differentes 
(y 1 > • • - > y”), on a encore un espace orienté (toujours par définition). En 
vertu de ce qui vient d’être dit, le jacobien du changement de coordonnées 

x 9 = x m (y 1 , ...,/*), J= det^^j est non nul, donc de signe constant. 

Définition 4. Nous dirons que les coordonnées (x) et (y) définissent une 
même orientation dans R" si / > 0, et deux orientations opposées si J < 0. 


Ainsi donc, l’espace euclidien R" admet deux orientations II 
montre par la suite qu une variété connexe admet toujours deux' ori 
tinns. a condition quelle soit nnVn 


orienta- 


2. Applications de variétés ; tenseurs sur une variété. Soient deux 
variétés: U U p (aux coordonnées x 9 ) et N= u K, (aux coordonnées^). 

Dans ces coordonnées, une application /: M ^ N est donnée par des 
fonctions y q (x p , ..., x p ). Les applications continues sont définies par 
des fonctions continues (pour tous les couples (q, p)). 


Définition 5. On dit que l’application 


est différentiable de classe k si les fonctions y p q (x l p <, . ..,*£) sont différen¬ 
tiables de classe k pour tout couple (< q , p) chaque fois qu’elles sont définies 
et dans tous les domaines où elles sont définies. On conçoit que l’application 
se caractérise toujours par une classe de différentiabilité qui n’est pas 
supérieure à celle des variétés M, N elles-mêmes. 

Au cas où N est la droite réelle, N = R, on dit que l’application 
/ : M -> R est une fonction numérique /(*), où x est un point de M. 

Il y a des cas où une application différentiable (ou fonction numé¬ 
rique) ne se laisse pas définir sur la variété tout entière mais seulement sur 
sa partie quelconque. C’est le cas par exemple des coordonnées locales 
x p elles-mêmes, qui sont des fonctions numériques pour a quelconque et, 
de par leur nature, ne sont définies qu’à l’intérieur de U p . 

Définition 6. On dit que deux variétés M et N sont différentiablement 
équivalentes ou difféomorphes si elles admettent une application biunivoque 
et bidifférentiable de classe k ^ 1: 


f:M-+N, /- 1 : N -+ M. 

En particulier, le jacobien des coordonnées locales — det ^ J est 

non nul chaque fois que les fonctions en question y* =f(x 1 „, . ..,x” p f sont 

definies. et leurs applications seront supposées diffé- 

Les variétés elles-memes et leurs 

rentables autant de fois qu’il est necessaire pour le cas considéré (A: f i 
rentables autant de io q dérivées secondes, et ainsi de suite), 

au moins; k > 2 s. 1 on a besoin oe ^ ^ ^ b QÙ x est un point de la 

Soit sur M une courbe x - domaine U. de validité des coor- 

variété. Tant que la courbe reste dans le aomai , 

données locales x a „, elle se laisse définir 




a = 1, 


Le vecteur vitesse s’écrira 


dans ces coordonnées 
x = 
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Quant au domaine commun aux deux systèmes de coordonnées, U p n U q9 
deux notations y sont possibles: xJ(t) et x£(t), avec ... 

L’on aura donc pour la vitesse 

v« _ y p 
X p V d4 q ' 

De même que pour l’espace euclidien, cette formule entraîne la 

Définition 7. Par vecteur tangent à une variété M en son point 
quelconque x, on entend un vecteur défini en coordonnées locales (x£) 
par une collection de nombres les notations d’un même vecteur en 
coordonnées différentes qui s’étendent au point en question sont liées entre 
elles par la formule 


1 

Æ, \ }, 


Les vecteurs tangents à une variété M de dimension n en son point x 
forment un espace linéaire à n dimensions T x = T X M (espace tangent). 
En particulier, le vecteur vitesse d’une courbe différentiable quelconque 
est un vecteur tangent. Le choix de coordonnées locales (x“) dans le voisi¬ 
nage de x définit une base e x =- dans l’espace tangent T x . 

dx a 

Une application différentiable/d’une variété M dans une autre variété N 
définit une application linéaire induite 

T f(x) . 

Le vecteur vitesse d’une courbe x = x(t) sur M se transforme alors, par 
définition, en vecteur vitesse de la courbe f(x(t)) sur N. En coordonnées 
locales (x*) (dans le voisinage du point x) et ( y (dans le voisinage du 
point /(x)) l’application f s’écrit comme suit : 

y* =/ p (x 1 , ...,x"). 

L’application induite f* des espaces tangents se définit alors par la matrice 
jacobienne 

? - n p = — P. 

ÔX* 

Si/: M -> R est une fonction numérique sur M, l’application induite /* est 
une fonction numérique linéaire (un covecteur) sur chaque espace tangent 
à M. Cette fonction linéaire est identique à la différentielle df de /. 

Définition 8. On entend par métrique riemannienne (ou pseudo- 
riemannienne) sur M une forme quadratique positive (non dégénérée) qui 


'dfffSabfcmémî " dé| *" d 

£Sfe deS *- ÆX-tepariS 

g $( x e> • • • > - v p)> |{|* = gtyçfô 

(CD faisant comme toujours la sommation suivant les indices a, B répétés) 
pour tout vecteur ç en .v. La métrique définit le produit scalaire symé¬ 
trique de deux vecteurs attaches à un même point parla formule ordinaire : 

<£> n) = si = (n, {>, 

I«l* *<€.€>•• 

Cette définition est indépendante du choix des coordonnées locales : 

mit= 

ou 

s, ‘ HO** K 

Définition 9. Un tenseur de type (k , /) se définit sur une variété par 
une collection de fonctions (P) T)\;;j{x) dans chaque système de 
coordonnées locales (xJ). Dans un autre système de coordonnées locales (xJ) 
qui s’étend au point x, ce même tenseur se définit par les quantités 

,4, n::.sW» avec 


, , dxi x 

(q)rpSi ...Sfc 

*1 dx‘ p > 


dx Sk dx Jl 

_ <7 _ P_ 

dxj dxÇ 


K' <P) T h-..ik 

'd* t J,Jr 


Toutes les définitions et tous les résultats obtenus dans le chapitre? 

dfmen^o^'restent 1 toujours ^a^aWe^pou^Je^tenseurs^sur une ^nété^ 

volume . . 

= ]f\8\ g = det( ^ ) ’ 

où est un tenseur an ^^ïuK changements^e 'jacobin positif; 

expression est un tenseur P ar f aPP° une variété orientée. L’élément 
elle est donc correctement definie P omme une forme différentielle 
de volume se laisse transcrire aise^toam™ ^e 
en coordonnées locales quelconques (d orientation pos ; 

nne dl 2 munit la variété d une 
Introduite sur M , la métrique nem ^ deux points P , Q étant 

structure d’espace métrique, la dis a P > 


2 - 302 


18 


EXEMPLES DE VARIÉTÉS 


QUELQUES VARIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES 


19 


[CH. 1 


§ 21 


définie par la formule 

p(P, (?) = min y// 
y 

(en prenant le minimum pour Vensemble des courbes différentiables par 
morceaux qui joignent P à Q). La topologie définie par cette structure 
d’espace métrique se confond avec la topologie euclidienne de U (vérifier !). 

En vertu des résultats obtenus dans la Première partie, deux points 
quelconques suffisamment voisins d’une variété peuvent toujours être liés 
par une géodésique. Si les point* ne sont pas voisins, ils ne se laissent pas 
en générai être joints par un morceau de géodésique mais peuvent toujours 
être liés par une géodésique brisée. 

3. Plongements et immersions de variétés. Les variétés à bord. Défi¬ 
nition 10. On dit qu'une variété M de dimension m est sous-variété 
d’une variété N de dimension n > m s'il existe une application différentiable 
et biunivoque f'.M^N telle que l'application induite /* soit plongement 
d'espaces tangents en chaque point. En d’autres mots, la matrice jacobienne 
de cette application est de rang m en coordonnées locales. L’application/ 
porte le nom de plongement de variétés. 

Si l'on admet que l’application / définie ci-dessus ne soit pas biuni¬ 
voque, on obtient Y immersion de M dans N (on tolère des autocroisements). 

Nous nous bornerons toujours à considérer des sous-variétés définies 
dans chaque voisinage de coordonnées (ou carte) U p par un système de 
coordonnées : 


flixl, ...,*£) = 0 , 1 

.irang 

/r m (*i> ...,*" P ) = 0 ,I 

A l'intersection de deux domaines U pJ U q les systèmes (/“ = 0) et (/J = 0) 
doivent avoir alors le même nombre de zéros. Ceci étant, on peut intro¬ 
duire dans U p de nouvelles coordonnées locales (y),, ..., y J) telles que 

y p j p\*p> • • • > • • •> yp —j p • • • 9 *pj» 

La sous-variété se définit dans ces coordonnées par l'équation 

>p + 1 =o,..., = 0. 

Les fonctions y\ y . . ., y p sont des coordonnées locales sur N m . 

Définition 11. Un fermé A défini dans M par l’inégalité /(x) < 0 
(ou /(x) ^ 0), où /(x) est une fonction différentiable, s’appelle variété 
à bord . Le bord b A défini par l’équation/(x) = 0 doit être une sous-variété 
non singulière de M, ce qui veut dire que le gradient de f ne doit pas 
s'annuler sur dA. 



Soient A et B deux variétés à bord définies comme deux fermés dans 
M et N respectivement. On dit que cp : A-> B est une application diffé¬ 
rentiable de variétés à bord si elle se définit, dans un ouvert U a M conte¬ 
nant A tout entière, comme une application différentiable 

(p: U N, (p\ A = <P • 

Si A c: M se définit par l’inéquation /(x) ^ 0, le domaine U = U 6 s’écrit 
généralement sous la forme {/(x) < e}, où e > 0. 

Rappelons en conclusion un terme très usité: toute variété compacte 
sans bord est un fermé. 


§ 2. Quelques variétés élémentaires 

1. Les surfaces dans l’espace euclidien. Groupes des transformations 
comme variétés. Une surface de dimension k se définit dans un espace 
euclidien à n dimensions par une famille d’équations 

= 0, i= 1. n-k, 0) 


le rang de la matrice 


| étant égal à m — k. Si le mineur •kj l -j n - w 

4 » rPtte matrice formé par ses colonnes d'indices A, .. . , est non nul 
da„?u pS(“î, , ,5) de la surface en „ues<ion, le vo.smage de ce po.n. 
admet comme coordonnées locales 

= o (2) 
les termes «chapeautés» étant °™ s A cf jm k dont 

ch?cu" e^SÏmbi? des"point* en lesquels le mineur A,,.-, est 
non nul. 

Théorème 1. Une surface locaîeT(2) a une structure 

U ] j k , 1 ^ ^ ^ J n 

d T?m^Tt”r^on. Dans un domaine C*.* la surface (1) 
° na *»•-*<*....>* 

où les sont des fonctions différentiables. De même, dans un domame 
* de coordonnées 

A Sj * 5 "' 


UU U/ - , 

„ muni de coordonnées 

on a .. 


..jf—,.-.* - ) 


i = 1. n-k. 
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où # 4 U l * . ..rM sont des fonctions différentiables. A l’intersection 
des domaines U ix Jm _ k et C Sx .^ h on a des fonctions de passage différen- 
lubles (y) (z) et (r) — 0 


V 1 = z» 

(= -V 1 ), 

yJx -1 = r i»“ l 

(= -V y,_1 ), 

V 1 ,_V 4 ) = Z Jl 

(= *'•), 

yJi = -A*»-! 

(= x'* +1 ). 

^^1 —2 — -Si —1 

(= 

3».-i = ^i( z i.z*) 

(= *“), 


(= -v f * +1 ), 

"L 

II 

%s 

(=*") 


< cette notation suppose que 1 < j t < i, < j, < ...). Ces applications 
sont réciproques entre elles. Rappelons qu'une application différentiable 
dont la réciproque est différentiable a toujours le jacobien non nul. Le 
théorème est démontre. 

Remarque 1 On calcule sans peine le jacobien des fonctions (3) de 
passage (y) (z): 

r _ , rv 

— ± ~ -# 0 . 

J ii~U-u 

Remarque 2. L espace Ungent en chaque point à la variété considérée 
est identique à un sous-espace linéaire défini dans R" par le système d'équa¬ 
tions 

— C* - 0, I 


Les vecteurs grad/ ( - / ■= 1, ..n — k, sont orthogonaux il 

la surface en chaque point (par rapport à la métrique euclidienne standard 
dans R”) 


Montrons que toute surface non singulière admet une orientation, 
pour le faire, établissons une nouvelle définition de variété orientée. 

Soient dans un point arbitraire x, d'une variété M à n dimensions, 
des repères non dégénérés quelconques t formés de n vecteurs tangents. 
On passe alors d'un repère quelconque t, à un autre repère quelconque x t 
par une transformation linéaire non dégénérée : 


Ti = Ax % . 

Nous dirons que x ly x 2 sont de même classe d'orientation si det A ^ 0. 
Si det A < 0, nous dirons que les repères x t , x 2 se rapportent aux classes 
d’orientation opposée. On définit ainsi, en tout point x de A/, deux classes 
de H-repères tangents non dégénérés. Puisque tout repère x peut être 
déplacé par continuité de x à un point voisin de x, on peut dire que les 
classes d’orientation dépendent continûment du point de la variété. Envisa¬ 
geons maintenant une nouvelle définition de l'orientation. 


DÉFINITION 1. a) On dit que la variété est orientée chaque fois qu'on 
a choisi en chacun de ses points une classe d’orientation de repères qui 
dépend continûment du point en question. 

b) Si un tel choix est possible en principe, on dit que la variété est 

orientable, sinon, la variété est dite non orientable. 


Proposition. La définition 1.3 est équivalente à la défimt.on 1 que 

1 on ^ e ^ ration. Si la variété M est onentee au sens de la 

définitio^ 1 3 dans chaque point .ve M on peut choisir pour repère, qui 
définiM’orièntation, le repère f°™« des 

base rapportés aux axes de % cta „-. men , s * peso,fs. 

ÏTSSS 

lequel est situé le point a ^! ul '? . lu sen . de la définition I. il existe 

Inversement, si la var,ete eb ‘ repères^qui définit l'orientation. Prenons 
en chaque point .v une classe d pe ^ ^ munisson s-le de coordonnées 
un e-voisinage suffisamment pe • v formé de vecteurs unités tangents 

(.v 1 , .....v") telles que le re ^re ^ i* définissc \ s même orientation 
aux axes (x y ) en tout point tou|0 u rs possible de ehoisir un e > 0 

que le repère attache a a repères qui définit I orientation 

suffisamment petit, vu que a puisse être fonction du point). En 

dépend continûment de .v (bien que t on realise un recouvrement 

répétant cette procédure pour tous - t bicn> , des changements sont 

de la variété par des ouverts o ux axcs de coordonnées choisies 

positifs, car le signe du repère t g , a classe de repères qui dehmt 

est positif en chaque point P a démontrée. 

l'orientation. La proposition s pubère \t k définie 

THtiORfMt: 2. Toute su P' aet J^S£^èqaatUms (D est orientable, 
dans un espace ù n dimensions / 
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Démonstration. Soit i un repère tangent à M k . Il existe évi¬ 
demment n vecteurs t = (t, grad/i, ..grad/ w _ ft ) qui sont linéairement 
indépendants en chaque point (les vecteurs grad étant orthogonaux 
à la surface et linéairement indépendants). Définissons en chaque point 
de M k une classe d’orientation de repères tangents en demandant qu’un 
repère t et le repère standard (e l9 .. e n ) dans R" soient de même classe 
d’orientation. Cette classe est évidemment une fonction continue du point. 
Le théorème est démontré. 


L’exemple le plus simple d’une surface non singulière dans R" +1 est 
la sphère S n d’équation 

*!+••• + *n+l = 1- 


C’est une variété compacte de dimension n. On introduit sur la sphère 
des coordonnées locales par la projection stéréographique (voir Première 
partie, § 9). Soit U N la totalité de la sphère S n privée de son pôle nord 
N = (0, ..., 0, 1); soit de même U s la sphère S n tout entière à l’exception 
de son pôle sud S = (0, .. .,0, — 1). Les espaces U N et U s recouvrent 
entièrement la sphère. Les coordonnées locales (wjy, ..., wft) dans U N 
s’obtiennent en faisant la projection stéréographique du pôle nord sur le plan 
j*"* 1 = 0; en faisant la projection stéréographique du pôle sud (fig. 1), 
on obtient les coordonnées locales dans U s . En regardant 

la figure, on remarque que les vecteurs u N (x ) et i/ s (x) situés dans le plan 
X”* 1 = 0 sont portés par une même demi-droite issue de l’origine des 

coordonnées et que leurs longueurs 
f sont liées entre elles par la relation 



M*)ll«s(*)l = l- 

Aussi les fonctions de passage des 
coordonnées (w^, ... ,wft) aux coordon¬ 
nées (; us , ..., w§) s’écrivent-elles 

(«k ...,wS) = 

=i—r^- - *•••>—-) (5) 

\ a=1 a=l J 


Fig. i. Les coordonnées locales sur (vérifier !). Les fonctions réciproques 

une sphère (projections stéréographi- se définissent par une formule ana- 

ques). logue, à ceci près que N et S sont à 

permuter. 

La sphère S n est le bord de la variété à bord D n + l (disque de dimen¬ 
sion n + 1): 

/(*) = xf + ... + x 2 n+1 — 1^0. 


La sphère S n divise l’espace R" +1 tout entier en deux régions dis¬ 
jointes, /(*) < 0 et f(x) > 0. 
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Définition 2. Une sous-variété connexe à (n — 1) dimensions dans 
l’espace euclidien R" est appelée bilatère si elle admet un champ continu 
univoque de normales unités. 

Une telle sous-variété M s’appelle aussi hypersurface bilatère. 

THÉORÈME 3. Toute hypersurface bilatère dans R" est orientable. 
Démonstration. Soit v vecteur unité d’une normale à Af. 
On définit la classe d’orientation des repères t tangents à M à partir de 
la condition que le repère (t, v) et le repère standard (e l9 ..., e n ) soient 
de même classe d’orientation. Le théorème est démontré. 

Remarque. Il sera montré au § 7 que toute hypersurface bilatère fermée 
dans R n se laisse définir par une seule équation non singulière f(x) = 0. 
On en déduit sans peine qu’une pareille hypersurface est toujours le bord 
d’une variété à bord. Au chapitre 3 nous montrerons aussi que toute hyper¬ 
surface fermée dans R" est bilatère. 

Un exemple important de variétés définies dans l’espace euclidien par 
un SstèmeTUtas est donné 

des transformations que nous avons étudiés au § 14 de la Prendre pa 
a) Le groupe des matrices de déterminant non nul GL(n, R) 

domaine dans R"’. déterminant 1 se définit (comme 

de ,es 

matrices : 

det A = 1 • 

, matrices orthogonales 0(n, R) se définit par un système 
c) Le groupe des matrices orim> 6 u 

d’équations 

AA r = 1. 

• • n(*\ « définit dans l’espace à2n* 

d> U groupe des "Splexes par les équations 

dimensions de toutes les matrices 

AÂ r = l 

ge à la conjuguée complexe. 

dans lesquelles la barre rt j e (s 14 et autres) que ces groupes. 

Nous avons vu da “ s la a ^ es étudiés, sont des surfaces ^ 

de même que les autr ^, dans R 2 **); ce sont d 
non singulières dans k v 

rentables. • d’une structure 

—Toutes” e ‘ * 

supplémentaire dennie 
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telles que 

<p:G->G , où (p(g) = g-\ 

if/ : G x G -► <7, où /ï) = g//. 

Définition 3. La variété G est un groupe de Lie si G a une structure 
de groupe et si cette structure est définie par des applications <p et xj/ diffé¬ 
rentiables. 

Tous les exemples de groupes de transformations envisagés dans la 
Première partie sont des groupes de Lie. 

2. Espaces projectifs. Considérons l’ensemble des vecteurs non nuis 
dans R" +1 ; supposons que deux vecteurs y et Ay, A ^ 0, définissent un 
même point. On est alors en présence d’une classe d’équivalence qu’on 
appelle point de l’espace projectif (réel) noté RP". 

L’espace RP" peut être défini d’une façon différente. Considérons 
l’ensemble des droites qui passent par l’origine des coordonnées dans R" +1 . 
Par définition, chacune de ces droites se laisse définir par son vecteur 
directeur à un facteur non nul près, ce qui permet de la considérer comme 
un point de RP". 

Chacune des droites considérées perce la sphère 5" d’équation (y>) 2 + ... 

... + (y 1 ) 2 = 1 exactement en deux points diamétralement opposés. Chaque 
point de RP" se définit par suite par un couple de points opposés sur 5". 
On dit que l’espace projectif RP" se laisse déduire de 5" par recollement 
(identification) de couples de points diamétralement opposés sur la sphère. 

Remarquons que toute fonction sur 
RP" est une fonction paire sur 
S":f(y) =/(- y). 

Exemple 1. La droite projective RP 1 
est formée de couples de points diamé¬ 
tralement opposés sur le cercle S 1 , 
chaque point du demi-cercle supérieur 
(avec y > 0) se faisant correspondre un 
point sur le demi-cercle inférieur. Pour 
obtenir RP 1 , il suffit de prendre le 
demi-cercle inférieur (avec y < 0) et 
de recoller ses points extrémités 1 et 
— 1 : on retrouve le cercle entier. On 
-/= 1 établit de cette façon une correspon¬ 

dance biunivoque entre RP 1 et le 
cercle S 1 (fig. 2). 

Dans le cas à n dimensions, l’espace 
projectif RP" se laisse reconstruire en 
prenant le disque D n (partie inférieure 




Fig. 2. 
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ée ia sphère S") et en recollant les points diamétralement opposés de sa 
frontière S" 1 (voir fig. 3 pour n = 2). 

Exemple 2. Dans le § 14 de la Première partie, nous avons construit 
un homomorphisme du groupe 5C/(2) sur le groupe 50(3) par lequel les 
matrices A et A appartenant à SU(2) correspondaient à un même point de 
5<9(3). Il a été montré par la même 
occasion que 5(7(2) est une sphère 5 3 et , 

que les matrices A et — A correspondent 
à ses points diamétralement opposés. On 
retrouve donc, de même que précédem- ^ 

ment, une correspondance biunivoque - 

entre' la variété 5G(3) et l’espace projectif 
à trois dimensions RF 3 . 

Introduisons maintenant, au moyen de 
formules explicites, la structure d'une variété 
dans l’espace projectif RF". 

Prenons dans RF" un domaine 
U = (y*7É0) et munissons-le de coordon- 
nées locales 3 - 


9 y 


y 1 

y • • •* A q 


_ r . _ _ n i n recouvrent entièrement l’espace 

Les domaines U q ou q - , pour i es fonctions de passage 

* «5 •*— 

- rji y?) qui s’écrivent 

Dans U, on a les coordonnées (*i> 

a- J .. ' 

ouverts U„ et U v où l’on a y 0 ¥= 0, 
Dans la partie de l'espace cor ^^ u , n ^, ( Xl ) s’écriront 
y 1 ÿt 0, les fonctions de passage ( o> 


xi 


Xo y3 = *î — 1 

Z = - > * 1-1 *0 

1 Jl *0 
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^remarquons que aJ = n’est pas nul dans l’intersection U 0 n U t 
Le jacobien de ces fonctions de passage se présente comme suit 


(xir 

-J- 0 ... 0 

(4) 2 4 


Les formules des fonctions de passage pour d’autres intersections Uj fï U k 
se laissent déduire de (7) en faisant un changement convenable d’indices. 

Nous voyons donc que RP" est bien une variété différentiable. Pour 
n = 2 on a le plan projectif RP 2 ; le domaine U 0 porte alors la dénomination 
de partie finie du plan projectif. 

On vérifie d’ailleurs sans peine que les correspondances biunivoques 
S 1 -*• RP 1 et 50(3) RP 3 que l’on a construites précédemment sont en 
réalité des difféomorphismes. 

Vespace projectif complexe CP" est identifié à l’ensemble des vecteurs 
non nuis dans C" +1 , à un facteur A complexe non nul près. Les coordonnées 
locales se construisent sur la variété CP" tout comme dans le cas réel. L'es¬ 
pace CP" est une variété différentiable de dimension 2 n. 

Exemple . Considérons la droite projective complexe CP 1 ; c’est un 
ensemble de classes d’équivalence (z°, z 1 ) - (Az°, Az 1 ), A^O, |z°| 2 + |z 1 | 2 #0. 
. z 1 

Soit sur CP 1 une fonction complexe w 0 (z°, z 1 ) = —. Elle est indéterminée 

z° 

dans le point (0,1); admettons que sa valeur dans ce point soit oo. 
La droite CP 1 représente alors le «plan complexe achevé» (muni d’un point 
à l’infini). F 

Théorème 4. La droite projective complexe CP 1 est difféomorphe à 
la sphère bidimensionnelle S 2 . 

Démonstration. Les coordonnées locales (w 0 , v 0 ), u 0 + iv 0 = 
= *0 = — appliquent l’ouvert U 0 = {z° # 0} de la droite projective 




sur le deux-plan. Les coordonnées (u l9 vj), u x + iv x == w x SO nt 

valables dans l’ouvert U x = {z 1 ^ 0}. Les ouverts U 0 et U x recouvrent CP 1 
dans sa totalité, et les fonctions de passage (w 0 , v 0 ) (u x , v x ) s’écrivent 


(Wi, = 




QUELQUES VARIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES 


^ i 

. . 1 — iv n 

U\ + iv x = w x = - = -°-?.. 

*o K + v\ 

Ces fonctions de passage sont identiques (au signe près) à celles qu’on 
a obtenues plus haut pour les coordonnées stéréographiques sur la sphère S*. 
Le théorème est démontré. 

Le plan complexe achevé difféomorphe à la sphère bidimensionnelle 
porte le nom de sphère riemamienne. Si w = u + iv sont les coordonnées 
locales dans la partie finie du plan complexe achevé, l/w sont celles dans 
le voisinage du «point à l’infini» oo. 

Revenons maintenant à l’espace projectif complexe CP". Dans la classe 
d’équivalence du vecteur z = (z°, ..., z") 0 on peut choisir un repré¬ 

sentant situé sur la sphère unité S 2 " 4 ’ 1 

|z°| 2 + ... + |z"| 2 = 1. 

( n \ — 1/2 

Yi i 2 *i ) • ^' eci 

fait, on peut multiplier z par des quantités du type e 1 * de module égal à 1. 

Conclusion. L'espace projectif complexe CP" s'obtient de la sphère 

£ 2 n+i _ | | z «| _ i j en identifiant les points z ~ e‘>z. 

En faisant correspondre à chaque point de la sphère S 2n+1 sa classe 
d’équivalence dans CP", on obtient l’application 

£2n + l CP”, (8) 

chaque point de CP" admettant comme image réciproque une sphère 
S 1 = {’}. En particulier, on a pour n = 1 

53 52^ (z®, Z 1 ) (-> w = —- (|z # | 2 + Iz 1 ! 2 = 1 )- 

Exercices. 1. Montrer que les espaces projectifs de dimension impaire 
Rp 2 ic+i sont orientables. . T • 

2. Montrer que la composante connexe de 1 unité d un groupe de Lie 

en est un sous-groupe distingué. 

3. Montrer qu’un groupe de Lie connexe est engendre par un voisinage 
aussi petit que l’on veut de son point unité. 

4 Montrer que tout groupe de Lie est orientable, 
s! Montrer que les espaces projectifs RP" et CP" sont compacts. 

6 L’espace projectif des quaternions HR" est 1 ensemble des classes 
de vecteurs non nuis dans l’espace H"- 1 , à la multiplication à gauche 
près par des quaternions non nuis. Munir H/>" de la structure d’une variété. 

Montrer que HR 1 = S 4 . , 

7. Construire l’application S in+3 -► HR" analogue a (8). Que représente 
l’image réciproque d’un point par cette application ? 
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§ 3. Quelques notions utiles de la théorie 
des groupes de Lie 

1. Structure du voisinage du point unité d’un groupe de Lie. Algèbre 
de Lie du groupe. Semi-simplicité. Il existe dans chaque groupe de Lie G 
un point privilégié g 0 = 1 e G ( point unité ou point neutre du groupe), 
ainsi qu’un espace tangent T — au groupe dans ce point. La trans¬ 
formation 

G -» G, g -* hglr 1 

s'appelle automorphisme interne engendré par l’élément h de G. Cette 
transformation conserve le point unité g 0 = 1 (/ig 0 A -1 = g 0 ) et engendre 
une application linéaire de l’espace tangent 

Ad (h) : J- T, 

avec Ad (A -1 ) = [Ad (A)] -1 et Ad (A X A 2 ) = Ad(Aj) Ad(A 2 ). Autrement dit, 
la correspondance h Ad(A) est une représentation linéaire 

Ad: G h» G Lin, R) 
n étant la dimension de G. 

Si G est un groupe commutatif, la représentation Ad est triviale, car 
on a Ad (A) = 1 pour tout h e G. 

Introduisons des coordonnées (x 1 , . ..,x") dans le voisinage du point 
unité 1 = g 0 = (0, ..., 0). A l’aide de ces coordonnées, on peut noter 
les opérations de groupe: le produit g^ de deux éléments g, = (x 1 ,..., x") 
et £2 = (/,•• - , y") s'écrit 

^“(x,y) = il/ m (x\ ...,x ", y\ .a= 1, ...,n, 
et l'élément inverse g" 1 = </>(x\ ..., x”) de g = (x 1 , ..., x") s’écrit 
<p*(x) = cp'ix 1 , . ..,x"), a = 1, ...,«. 

Les fonctions i//(x, _y) et <p(x) ont les propriétés suivantes : 

1) >p(x, 0) = <A(0, .v) = x (point unité); 

2) i l>(x, <p(x)) = 0 (élément inverse ou symétrique); 

3) ip(x, ÿiy, r)) = ip(*P(x, y), z) (associativité). 

Le caractère différentiable de 4*(x, y) et <p(x) et la propriété 1) entraînent 
que 

*P a (x,y) = x* -|- -f b$ y x p y y + (termes d’ordre 3); 

'P'iy, x) = y 1 + x 1 bf y y p x y -f- (termes d’ordre 3). 

Soient maintenant x et y deux vecteurs tangents au groupe en son 
point unité, c’est-à-dire éléments de l’espace T; soient ensuite ( x“) et (y p ) 
leurs coordonnées dans le système envisagé. Définissons le crochet [x, y] e T 
en posant 

[x, y] = (b% y - £fy)*y. 


U) 
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8 3 ] 


Ainsi défini, le crochet présente les propriétés suivantes: 

a) [ x , y] est une opération bilinéaire dans T = R", où n est la dimen¬ 
sion de G; 

b) [x, y] = -[y, x]; 

c) en décrivant les développements tayloriens des premier et second 
membres de l’égalité 3) (propriété d’associativité) et en supprimant les 
termes d’ordre 4, on aboutit à l’identité de Jacobi 

[[*, yl z] + [[z, x], y] + [[y, z], x] = 0 (2) 


(vérifier !). 

Ainsi donc, l’espace tangent à O en son point unité est une algèbre 
de Lie par rapport au crochet. Cette algèbre de Lie s’appelle généralement 
Y algèbre de Lie du groupe G (voir Première partie, § 24). 

Si l’on veut définir le crochet au moyen de coordonnées, on donne des 
quantités c^ v appelées constantes de structure de l’algèbre de Lie, anti- 
symétriques en /? et y , et telles que 

[x, y]* = . (3) 

Les sous-groupes à un paramètre du groupe G sont assimilés à des 
courbes (paramétrées) F(t) cz G telles que F( 0) = 1 et F(t x + t 2 ) == 

F(— t) — Fit)" 1 . S'il s’agit de groupes de matrices (voir Première partie, 
§ 14), ces courbes s’écrivent 

Fit) = exp AU 


Dans un groupe 
de t : 


de Lie G abstrait, on associe à Fit) un vecteur qui dépend 


7-if= Fit)- 1 — ef. 

dt 


Si Fit) est un sous-groupe à un paramètre, le vecteur en question est indé¬ 
pendant de t. En effet, puisque Fit + e) = Fit)Fié), on a 

dF dFjt + e) | _ r(t) ( dF ^ "I , 

dt de ; e =o \ de / e =o 


en sorte que F(f) = F(/)Ê(0) et F-\t)Fit) = È(0) = const. D’autre 
part, pour chaque élément non nul A de T, il existe un et un seul sous- 
groupe à un paramètre Fit) tel que 

F~ 1 F=A. (4) 

En effet, la solution de (4) nous donne, en vertu des théorèmes d existence 
et d’unicité des solutions d’équations différentielles ordinaires, un sous- 
groupe à un paramètre Fié) pour e petit. Le groupe F(t ) se prolonge à 
toutes les autres valeurs de t comme produit itéré d éléments de F(o) 
pour |5| < e. 
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Le sous-groupe à un paramètre de G ainsi construit se note par 
F(t) = exp At, comme dans le cas matriciel. 

Exercice . Soient F x (t) et F 2 (t) deux sous-groupes à un paramètre: 
A x = /,(()), A 2 = F 2 (0) ou F x (t) = exp A x t t F 2 {t) = exp A 2 t. Démontrer 
la formule 

r-[A ly Aà = F x {t)Flt)Fr\t)^(t) + 0(1% (5) 

Soit F(t) = exp At un sous-groupe à un paramètre du groupe G. La 
transformation g FgF~ x engendre un groupe de transformations à un 
paramètre de l'algèbre de Lie r (D = 

Ad F(t) : R" - R". 

Le vecteur—Ad F(t) t = 0 appartient à l’algèbre de Lie du groupe GL(n , R), 
dt 

c’est-à-dire qu’il est un opérateur linéaire. 

Exercice. Montrer que — AdF(/), =0 équivaut à B\-+[A, B], où 

dt 

B eR n est un vecteur appartenant à l’algèbre de Lie. La transformation 
B lA , B] se note ad A: R n -> R". 

Soit A 2 ,..., A„ une base dans l’algèbre de Lie de R" = i) considérée 
comme espace tangent à G en g 0 = 1 e G. Il existe alors des groupes à 
un paramètre exp Az = F(z) pour tout vecteur A = J] A Posons 

exp A = F(z)\ x ^ l (6) 

et associons au point exp A des coordonnées (x\ .. x n ); on obtient 
ainsi un système de coordonnées dans le voisinage du point 1 e G, où 
la somme £ ( x est suffisamment petite. Ce sont les «coordonnées de 
l rc espèce». 

Introduisons les coordonnées autrement. Soit F t = exp A {T. Tout 
point situé dans un voisinage suffisamment petit U du point 1 e G peut 
s'écrire comme suit: 

g = fm ... F n (a (?) 

où les t x , sont petits. Nous retenons comme coordonnées de g 

les quantités t x = x l9 .. t„ = x n ; ce sont les «coordonnées de 2 e espèce». 

Exercices. 1) Soit une courbe g(z) = F x (zt x ) ... F n (zt n ). Montrer que 
dg n 

—, = Y tiA h 2) Les angles d'Euler <p, 0 représentent-ils les 

jr-0 /=! 

coordonnées de l re ou de 2 e espèce pour G = 50(3)? 
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Les coordonnées de l re espèce s’avèrent fort utiles pour la démonstra¬ 
tion du théorème suivant. 

Théorème 1. Si les fonctions \p* qui définissent la multiplication 
dans un groupe de Lie G sont analytiques réelles (« c'est-à-dire si elles se 
laissent développer en séries de puissances convergentes ), l'algèbre de Lie 
définit sans ambiguïté la multiplication dans G pour un certain voisinage 
du point 1 e G. 

Remarque. La clause d’analyticité de \j/ (ou, comme l’on dit encore, 
d’analyticité du groupe) est inessentielle; le théorème est cependant moins 
facile à démontrer sans cette condition. 

Démonstration. Introduisons des fonctions auxiliaires i$(x) 
en posant 


ôx° . 


«#!) = < 5 ?, 


où <p(x) = x -1 est l’élément symétrique, 1 est l’élément unité du groupe. 
On a alors pour les fonctions ij/ a (x, y) un système d'équations différentielles 
en x 

soumises à la condition initiale 

«A(0, y) = y- 

Les conditions d’intégrabilité de ce système (voir §29) s'écrivent 

_ . ^}tl — 9 c’est-à-dire que 
dx Y dx i cx ô dx Y 


_êu% ôv*, 

ôx a dxP 




où c%, sont les constantes de^paramètre x = ^avîc tvecVeur° vitesse 
l’équation d’un sous-groupe a un paramétré x x\ ) 

initial A = (A 1 ) s'écrit 

A* = vj(x(t)) —- 

(vérifier!). En utilisant les coordonnées canoniques de 1-espèce, où 
l’on a par définition x“(t) = A a t, on obtient 

== v%(At)AP 


ou 


x* = i%x)xd. 
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Montrons que les fonctions rg(.v) se définissent univoquement en coordon¬ 
nées canoniques. En dérivant la dernière égalité par rapport à x^, on obtient 


+«*• 


Multiplions maintenant (9) par x& et sommons suivant /?. Il vient 
dv a 

X f + v%x) = ô' y + 

Substituons dans cette égalité At à x ; il vient 


tAP TT + v * (At) = ô v + 


Introduisons une fonction n*(t) = tv*(At) = w*(t, A). L’égalité (10) signifie 

dw* 

~~= è y + clA’K • 

Nous avons donc un système d’équations différentielles linéaires aux 
coefficients constants pour les les conditions initiales s’écrivent iv“(0) = 0 
La structure d’algèbre de Lie définit maintenant les fonctions ' w*(t A) 
de façon univoque pour A quelconque. Les fonctions ifJx) s’en trouvent 

Corollaire. Si l'algèbre de Lie d'un groupe analytique connexe G 

Ï2T5SST* w<?[ ^ 0 ’ * *-** * - <~f 

V p°f nage du P 0 '" 1 u “ ité > ce rés “ltat est immédiat en vertu du 

que chaque élénSi? sê TsS'exprim^fsots fom^de prodik 'dSïïïï 
nombre d’éléments proches de l’unité. P " grand 

Définition 1. On dit que l’algèbre de LieL = IR" A \ , 

s. effe ne ««porte>aucun idéal, c’est-à-dire aucun soL-^ceTteîTue 
c /. Si 1 algèbre de Lie du groupe G est simnlp nn Kv!T L q 

un groupe de Lie simple. Par contre, on dit que l’algèbre de Lie/^i ° ^ 
simple si L = /, + _l / n{ . / C/W , M , ,p Dre de L| e L est semi- 

commutent deuxt deux ([A 7J-O oour /t Ï a dC Lie sim P les ^ 

commutatives elles-mêmes VgrêupeTdm l’alX Tt™ S ° m PaS 

slm Ple s’appelle groupe semi-simple dont ' algèbre de Lie est semi- 
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Pour toute algèbre de Lie, il existe une forme de Killing 

(A, B) = - Tr (ad A ad B), (11) 

où l’opérateur ad qui agit sur L s’écrit 

u [A, u\, u e L. (12) 

Théorème 2. 1) Si l'algèbre de Lie L du groupe G est simple , les 
automorphismes internes Ad g entraînent une représentation linéaire irré¬ 
ductible de G {c'est-à-dire une représentation qui na aucun sous-espace 
invariant non trivial dans L). 2) Si la forme de Killing est positive , l'algèbre 
de Lie est semi-simple. 

Démonstration de la proposition 1). Si la représentation Ad g 
admet un sous-espace invariant / c L, c’est-à-dire si l’on a gfg~ l <= / 
pour tout g e G, il suffit de faire tendre g vers 1 pour qu’il y ait 

[u n cz i. 

On conçoit donc que 7 est un idéal dans L. La proposition 1) est démontrée. 

Démonstration de la proposition 2). Soit / un idéal de l’al¬ 
gèbre L. Il est évident que le complément orthogonal J de / est aussi un 
idéal relativement à la forme de Killing; si cette forme est positive, on 
a L — I © J. Ainsi donc, une algèbre de Lie dont la forme de Killing est 
positive se laisse décomposer en une somme de termes simples non commu¬ 
tatifs (la restriction de la forme de Killing à un terme commutatif étant 
égale à zéro). 

Remarque. En théorie des algèbres de Lie on envisage un énoncé 
plus fort: une algèbre de Lie est semi-simple si et seulement si sa forme de 
Killing est non dégénérée. La démonstration de ce théorème, en plus des 
résultats évoqués ci-dessus, utilise le fait que la forme de Killing d’une 
algèbre de Lie simple non commutative ne peut être identiquement nulle. 
Ce dernier résultat découle à son tour du théorème d’Engel en vertu duquel 
la forme de Killing d’une algèbre de Lie est nulle si et seulement si l’algèbre 
est nilpotente, c’est-à-dire s’il existe un n tel que 

[[.. [A l9 A& ...], 4J = 0 

pour A l9 quelconques appartenant à L. 

Exercices. 1. a) Montrer que les déplacements (isométries) d’une 
variété riemannienne connexe M ont la structure d’un groupe de Lie. 
b) Démontrer la même chose pour le groupe des transformations conformes 
d’une variété riemannienne (voir Première partie, § 15). 

2. Lesquelles des algèbres de Lie étudiées dans la Première partie (§ 24) 
sont semi-simples? simples? 


3 - 302 
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2. Notion de représentation (linéaire). Exemple d’un groupe de Lie 
non matriciel. Définition 2. On appelle représentation d’un groupe G 
son homomorphisme dans un groupe de matrices p:G~* GL(n, R) ou 
p : G ^ GL(n,C). L’application : (? -» R (resp. G -* C), définie par 

la formule x p (g) — Tr p(g), g e G, s’appelle le caractère de la représenta¬ 
tion p. 

La représentation est dite irréductible si l’espace R" (resp. C") n’admet 
aucun sous-espace non trivial invariant par l’ensemble des matrices 

u type p(g), g s G. On a un théorème simple mais important 
que voici: f 

tibll H t 0R r^ JfTfî SchUr) - S ° ient deux "Prédations irréduc¬ 
tiblesp,. G -* GL(n h R) d un groupe G, i= 1,2. Si A : R"* -> R", est un 

j U ‘ fmt P<1 f, Ser . de pl à Pî ( c’est-à-dire tel que A Pl (g ) = 
PiigjA). alors A est soit l'opérateur nul, soit un automorphisme. 

AxlT^V^ S - A Dest pas ,0 P érateu r nul, on doit avoir 
A * 0 pour tout x e R l > sinon le «noyau» {Ax = 0} de A serait un 
sous-espace invariant non trivial relativement à la représentation T De 
meme, l’image ^(R">) <= R" 2 , qui est invariante îelaSemelt à n dSt 
bien s annuler, ou bien se confondre avec R"*. Le théorème est démontré! 

Remarque. Soit une représentation o' G —> GT(N p\ a 9 ^ 

mïïiœ^ UDité de 

P* - 9 -* M(N, R). 

morphisme d’algèbr^ 9 (homo ' 

P*K, h ] = [p^, p ^] 

pour de, vecteurs quelconques {,, appartenant à 9 (vérifier h 

p°a” d”. C » « 

le groupe G - ?7n pï h-. , / CUCIiaien - Considérons par exemple 

pe C/ - SL{2, R) des transformations d’une droite du type 

x>-^x + 2na + ~ln -LzIîl!l , 

i 1 — ze ix 


(13) 
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où x e R, a g R, z e C, \z\ < 1 et ln est la branche continue du logarithme 
népérien définie par la condition que ce logarithme s’annule pour z = 0. 
(Le numérateur et le dénominateur de la fraction sous le signe de logarithme 
sont conjugués complexes l’un par rapport à l’autre; la fraction se ramène 
donc à une quantité de module égal à 1, son logarithme est une grandeur 
imaginaire pure, si bien que le second membre tout entier est réel. ) Le groupe 
SL(2, R) est un groupe de Lie connexe à trois dimensions. Il contient un 
sous-groupe isomorphe à Z: a e Z, z — 0; les éléments de ce sous-groupe 
commutent avec tous les autres éléments du groupe, ou, comme l'on 
dit aussi, le sous-groupe est au centre du groupe (nous verrons plus loin 
qu’il se confond avec le centre). Les transformations (13) avec z=0et a réel 
quelconque ont la structure d’un sous-groupe à un paramètre de SL(2, R). 

Toute transformation du type (13) possède la propriété suivante: si 
x »-► y, on a x + 2nk i -*■ y + 2 n/c pour k£ Z; elle définit donc une trans¬ 
formation du cercle |iv| = 1, exactement 


1 — zw 

On obtient ainsi une projection (homomorphisme) du groupe SL( 2, R) 
dans le groupe SL (2, R)/±l = SU (1, 1)/±1 des transformations homo- 
graphiques du cercle unité dans C. Cette projection admet évidemment 
pour image la totalité du groupe SL(2, R)/±l, et pour noyau, le groupe Z 
indiqué plus haut. Puisque le groupe SL(2, R)/±l n’a pas de centre, on con¬ 
çoit que le centre de SL(2, R) se réduit justement à Z. 

Théorème 4. Le groupe SL (2, R) n admet aucune représentation 
linéaire exacte. _ 

Démonstration. Rappelons que SL( 2, R) admet un sous-groupe 
à un paramètre qui présente une intersection infinie (isomorphe à Z) avec 
le centre de SL( 2, R) sans être contenu dans ce centre. Nous montrerons 
tout de suite que cette propriété est suffisante pour que le groupe en question 
ne puisse jamais être plongé dans un groupe matriciel. 

Soit un groupe G c GL(n, C) isomorphe à SL(2, R). Soit ensuite H 
le sous-groupe à un paramètre de G tel qu on vient de le décrire. Confor¬ 
mément au § 14 de la Première partie, on a H = (exp IA | t e R}, où A 
est une matrice nxn. Par un automorphisme interne du groupe GL(n, C), 
on peut toujours ramener A à sa forme jordanienne normale, ce qui veut 
dire que la matrice devient diagonale par blocs; ses blocs se présentent 
comme suit: 

l\ \ oï 


■x 
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où a, = 0 ou 1 (nous admettons que les différents blocs correspondent aux 
À différents; les ordres des blocs sont égaux aux nombres de multiplicité des 
valeurs propres de A). La matrice exp tA est diagonale par blocs; ses blocs, 
qui sont de même ordre, s'écrivent sous la forme e^B^t), où 


i I , 1 

1 a j —~aia 2 t 2 — 
2 6 


-a,... a k t k 


BJO = 


0 1 

a 2 t 


0 0 

1 

a 3 t 

o ... 

. . . 

0 

nombre 

infini 

de telles matrices s 


~a 2 ...a k t k 


(k - 2)! 


a 3 ... a k t k 


7,7 i“ ““ icnes matrices sont permutables avec lec 

ÎKÏÎÏÏ5 S 'SSUT de G - 

J' ensemble P des matrices (y compris les matrices dégénérées) oui 

“T S£ 

rions h U néaTres e horoSs aP r^élément matrkïr T W^*’**™- 
se rapportant à un bloc déterminé Ainsi donc t ChaC V-" e des «Rations 
mairice exp ,A appartienne “&£ %, „V^S°S. POUr qUC la 

ff équations linéaires en éléments de matrices B ““ sy f eme 

d un système d’équations algébriques en t De îi' i — SOUS forme 
sont identiquement vraies pour / auelconnn^ P r f J . es ec ï uatl ons ou bien 
nombre fini de solutions Cela seïS ?" b,Cn nadmette "t qu’un 

» = {-P tA) n’était pas contenu Si s P e c^re SM* Sik grou P e 

section infinie avec celui-ci. Le théorème est démontré ait ilUer ' 

“ L Che , r , Cher ralgèbre i e Lie du groupe SL(2, R) 

2. Montrer que l’application SL(2, R) -p sL(J ni/ . < * 

phisme dans un voisinage de l’unité du groupe. CSt Un lsomor - 

§ 4* Variétés complexes 

1. et exemptes. I»,Nuises „ „ otio „ 

“ mp ™" z Sr'Serfiai tss 
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de coordonnées locales, M = u définis comme domaines d’un espace 

g 

complexe C" de dimension w. On donne par là même, dans chaque domaine 
U q , des coordonnées locales complexes zj = x* + iy q , a = 1, ..., n. 
Quant à l’intersection de deux domaines U q fl U p9 elle est munie de deux 
systèmes de coordonnées locales (zj) et (z£). Les fonctions de passage de 
(zj) à (z£) et inversement doivent être analytiques complexes: 

- d £ =0; M. =0. (1) 

dz$ dz* 

On appelle applications holomorphes de variétés complexes les appli¬ 

cations analytiques complexes (en coordonnées locales quelconques). Les 
applications holomorphes sur la droite complexe C seront appelées fonctions 
analytiques (ou holomorphes) sur la variété. 

On dit d’une application qu’elle est biholomorphe si elle est isomorphe 
et admet une application réciproque, holomorphe elle aussi. Deux varié¬ 
tés complexes qu’on peut lier par une application biholomorphe, sont 
biholomorphiquement équivalentes , ou difféomorphes complexes. 

Une propriété importante des variétés complexes est qu’elles sont 
orientées. 


Théorème 1. Toute variété analytique complexe M est orientée. 
Démonstration. Soient z% = xJ + /yj les coordonnées com¬ 
plexes dans un domaine U q de A/, et z$ = x$ + iy% celles dans son domaine 
U p . Les jacobiens réels des fonctions de passage des coordonnées (xJ, yj) 
aux coordonnées (x£, y ft p ) s’écrivent 

(voir Première partie, lemme 12.2). Tous les jacobiens sont positifs. 
Le théorème est démontré. 


L’espace projectif complexe CP” que nous avons étudié dans le § 2 est 
un exemple de variété analytique complexe. On y introduit des coordon¬ 
nées locales par analogie au cas de l’espace réel, et les fonctions de passage 
définies par les formules (2.20) sont analytiques complexes. Toutes ces 
variétés sont compactes (voir exercice 2.5). 

Pour » = 1 la variété représente le plan complexe achevé («la sphère 
riemannienne») ; la coordonnée locale du voisinage de son point à l'infini 
oo est w = 1 /z. 

Un premier exemple de variétés complexes est donné par les domaines 
dans C n . Un autre exemple est fourni par les surfaces complexes non singu¬ 
lières dans C”. Elles se définissent par un système d’équations 

f k {z\ ...,z n ) =0,1 


f n - k (z\ ...,z") = 0 


( 2 ) 





38 


EXEMPLES DE VARIÉTÉS 


[CH. 1 


dans lequel toutes les fonctions f, ... , f n _ k sont analytiques complexes 

et la matrice est d’un rang maximal (égal à n — k). Pour s’assurer 

que toute surface complexe non singulière est une variété analytique com¬ 
plexe, on emploie la même procédure que dans le cas réel en utilisant les 
résultats du § 12 de la Première partie. 

A la différence du cas réel, il existe des variétés analytiques complexes 
autres que les sous-variétés complexes de C”: on s’en rend compte en 
donnant la démonstration du théorème important suivant. 

Théorème 2. Toute fonction holomorphe sur une variété complexe 
compacte connexe est constante. y 

Dé monstration. Soit/une fonction holomorphe sur une variété 

comple * e com Pacte et connexe M. Alors la fonction ffl admet 
un maximum sur M compact dans un point P 0 , 

\f{P)\ < l/(P 0 )|. 

La fonction f(P) est donc constante en tout point de M puisa ue M est 
connexe et en vertu du principe général suivant q 

. y- ^ pour tout P situé dans U et suffisamment voisin fie P in r 
non f reste constante dans le voisinage de p 0 VOmn de P °’ Ia f onc ’ 

mum local sur toute droke comnlexe 011 ^ admet par hypothèse un maxi- 
principe du SS ^ te 

miler/( 0 ) à un nombre positif réel. COnvenablement choisi, on peutassi- 
intégrale de Cauchy Vérifient ,a formule 

m~±.l(WÊ. 

2ni J z 

z = re 1 *, r = Lmt.^l ^em C ° ntenant Iongine des coordonnées. Posons 

/<0)= iS /fre "^- o> 

0 

d’une fonction hoîLo!X. VaIab,e P ° Ur ,CS parties réeIle et imaginaire 
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Soit m(r)=max|/(re ,w )|. On a alors /(O) > m(r) en vertu du lemme. 

tp 

Or, la formule (3) entraîne que f(0)^m(r). Cela signifie donc que 
La fonction g(z) = Re (/(O) — /(z)) est non négative sur un cercle 
quelconque z = re i,p 9 pourvu que r soit suffisamment petit. En effet, on a 
m - l/(*)l>0, et |Re/(z)|^|/(z)|. 

L’intégrale de cette fonction s’annule sur le cercle z = re 1 * en vertu 
de l’égalité (3). Si donc r est suffisamment petit, l’on aura Re(/(0) — f(z))= 0, 
ou Re /(z) = /(O), sur un cercle z = re i<p quelconque. Or, puisqu’on a 
|/(z)| </(0), il en résulte que /(z) = /(O) pour tout z voisin de zéro. Le lemme 
est démontré. 

Soit maintenant max| f(P)\ = \f(P 0 )\ la valeur la plus grande en module 

PÇM 

que prend la fonction holomorphe / sur la variété analytique complexe 
compacte M. Soit ensuite M' c M l’ensemble des points P de M en lesquels 
on a f(P) = f(P 0 ). L’ensemble M' est un ouvert dans M en vertu du principe 
du maximum: en effet, chaque point P e M' est contenu dans M' avec son 
voisinage quelconque. Il est évident de surcroît que M' est fermé et non 
vide. On a donc M* = M (M connexe). Cela achève la démonstration du 
théorème. 

Corollaire 1. Aucune sous-variété analytique complexe nest compacte 
dans C n , sauf celles de dimension nulle. 

Démonstration. Supposons qu’il existe un plongement holo¬ 
morphe /d’une variété complexe compacte M dans C n : 

f : M-> C\ 

On peut admettre que M est connexe. Alors toutes les coordonnées f 1 de 
/ sont constantes (en tant que fonctions analytiques sur M ), ce qui signifie 
que l’image de M par/se réduit à un point. Le corollaire est démontré. 

Nous donnons maintenant quelques exemples de surfaces complexes 
non singulières dans C n : ce sont les groupes des transformations com¬ 
plexes : 

a) GL(n , C), ensemble des matrices complexes non dégénérées d'ordre 
n,detA ^ 0. C’est un domaine ouvert dans l’espace C"*=R 2n * des matrices 
complexes. 

b) SL{n y C). C’est l’ensemble des matrices complexes unimodulaires 
d’ordre n, det A = 1. 

c) 0(n, C). C’est l’ensemble des transformations orthogonales complexes, 
c’est-à-dire des matrices complexes A telles que AA T = 1. 

Nous avons vu dans la Première partie, § 14, que ces surfaces sont 
exemptes de singularités. En vertu du corollaire 1, tous ces groupes sont 
non compacts. 
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Ces variétés G sont des groupes de Lie au sens de la définition 2.3. 
Il y a plus: les applications ^ et <p qui les munissent d’une structure de 
groupe, 

i//: GxG -*■ G, où \jj{g, h) = gh, 

<p: G -> G, où q>(g) = g~\ 

sont analytiques complexes (holomorphes). 

Définition 2. On dit que le groupe de Lie G est un groupe de Lie com¬ 
plexe si les applications \j/ et <p qui le munissent d’une structure d’un groupe 
sont analytiques complexes. 

Théorème 3. Tout groupe de Lie G connexe, complexe et compact 
est aussi un groupe commutatif. 

Démonstration. Soit g l’algèbre de Lie d’un groupe G. Consi¬ 
dérons la représentation Ad de G sur g: il s’agit d’une application analytique 
complexe du groupe dans l’espace complexe des matrices nxn, exactement: 
G -* GL(n, C) <= C"\ Si G est compact, l’application envisagée est constante 
en venu de ce qui a été montré plus haut, et Ad G = 1 est la matrice unité 
En faisant tendre g vers 1 dans l’égalité Ad g = 1, on remarque que a est 
une algèbre commutative, c’est-à-dire que [A, B] = 0. Le groupe G est 

démomré mUtat ' f ’ VCrtU dU corollaire du théorème 3.1. Le théorème est 

maiSef °compkxrs GZ,( ”’ Q ’ SL(n,Q ’ ° (n ’ C) Sont des S rou P es de Lie 

com^lexe qU Lî^J n ? e de „ gr0Upe de Lie complexe et compact est le tore 
complexe. Soient dans 1 espace R 2 " = C" 2n vecteurs e, e linéaire- 

CMeV vecSure a z tS à (SUr R> H- t0rC com P lexe s’obtient en prenant dans 
d’indiceEntier: ’ ““ COmblna,Son ,inéaire P rè * * vecteurs ..., ^ 

2 n 

z ~ z + Yi n « e *’ n i entiers. 

8=1 

souSron.? r°/T binaiS a nS Hnéaires d ’ indice entier forment dans C" un 

Le tore T 1 " est Hn!l aU d ent,ers s o us -tendu par les vecteurs e lt e 2n ). 

** lore 1 est donc un groupe quotient: ' 

t 2 " = c n /r. 

Deux réseaux T et r définis par les vecteurs (e„ e, ) et (f f 1 

~^’TS^ ndre “ « 04 //appan,^ 

fi — n\ej, 


e j = m'jf,. 
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Les matrices (n\) et (mj) sont d’indices entiers et inverses entre elles; on 
a donc det (n{) = det (mj) = ±1. Réciproquement, deux systèmes quel¬ 
conques de vecteurs (ej) et ( f) liés par des transformations linéaires d’in¬ 
dices entiers donnent deux tores identiques. 

Pour munir le tore T 2n d’une structure de variété, nous prendrons 
comme voisinages munis de coordonnées les images d’ouverts suffisam¬ 
ment petits dans C" par l’application naturelle 


C 1 - 


t 2 " = c n /r. 


Le lecteur est prié de vérifier que le tore T 2n devient une variété analytique 
complexe et compacte qui est un groupe de Lie complexe. 

Les fonctions sur T 2n peuvent être assimilées à des fonctions ^-périodi¬ 
ques sur C n : 

f[z+ £ «A j =/(*)• 


Le théorème 2 donne lieu à un 


Corollaire. Toute fonction holomorphe 2n-périodique dans C" est cons¬ 
tante. 

Exemple. Prenons le cas de n = 1. Le tore complexe T 2 se définit par 
un couple de nombres complexes non nuis z l9 z 2 g C, z A £ Rr 2 . En multi¬ 
pliant tous les nombres complexes par zf \ on obtient un couple de nombres 
du type (1, t) avec t = zjz^ C, la partie imaginaire Im t de r étant non 
nulle (les vecteurs 1 et r sont indépendants réels). Deux tores définis par 
les vecteurs (z l9 z 2 ) et (1, r) sont biholomorphiquement équivalents. Ainsi 
donc, tout tore complexe T 2 de dimension 1 se définit par un nombre 
complexe r à partie imaginaire non nulle. 

Lemme 2. Etant donnés deux nombres z et z' liés pur une transforma¬ 
tion homographique du type 

, mz + n 
T =-, 

P* + ? 

où ta matrice ( | n’est formée que de nombres entiers et a le détermi- 

\P q) 

nant ±1 > les tores définis par z et z' se confondent. 

Démonstration. Les vecteurs (1, r) et (pz + q • 1, mz + n • 1) 
définissent dans C deux réseaux qui se confondent. Le tore engendré par 
le second réseau est précisément le tore défini par t\ Le lemme est dé¬ 
montré. 

Remarque. On montre (à l’aide de la théorie des fonctions elliptiques) 
que deux tores engendrés par deux nombres complexes r, z' suffisam¬ 
ment voisins ne sont pas biholomorphiquement équivalents. 
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Du point de vue réel, le tore T 2 est diffëomorphe au tore réel bidimen¬ 
sionnel T 2 = S 1 xS 1 , où chacun des cercles est obtenu en identifiant tous 
les entiers multiples de z x (ou de zj sur une droite passant par z x (ou 
par z»); le tore T* de dimension 2 n est diffëomorphe au tore réel 2bi¬ 
dimensionnel S 1 X ... X S 1 . 

Soit un tore T 2 " défini par les vecteurs e x . e în . Parmi ces vecteurs, 

il y a n vecteurs linéairement indépendants sur C; sans diminuer la géné¬ 
ralité, on peut supposer que ce sont les vecteurs e x , e H . Décomposons 
les vecteurs e„ +1 , ..., e 2 „ par rapport à cette base: 

n 

e n+k = J] bkj e Ji k — 1, ..w. 

y -1 

La matrice complexe B = (b k j) définit complètement le tore T 2 ”. La partie 
imaginaire de B est non dégénérée, sinon les vecteurs e l9 ..., e 2n seraient 
linéairement dépendants sur R. 

Définition 3. Le tore T 2n est abélien si, pour une base (e l9 .. 
introduite sur le réseau, la matrice B est symétrique et sa partie imagi¬ 
naire H = (h kJ ), 

h kj = lmb k j, 

est définie positive: 

bjk = b ki , h k j > 0, 

où (ç 1 , .. t?) est un vecteur réel quelconque non nul. 

Par exemple, tout tore complexe à une dimension défini par un z avec 
Im t > 0 est un tore abélien. Puisque les tores définis par z et par — z 
se confondent, on conçoit que chaque tore à deux dimensions est abélien. 

D autre part, on trouve déjà parmi les tores T k à quatre dimensions 
(de dimension complexe 2) des tores non abéliens. 

Exercice. Montrer que la presque totalité des tores J 4 est constituée 
par des tores non abéliens. 

On définit pour les tores abéliens la fonction thêta de Jacobi-Riemann 
°( z i’ • • •> z n)> °ù z u z n s °nt des variables complexes: 

6{Zu E exp '(v £ bkJ + h }* ( 4 > 

"h-.: "m [ Z J, k k J 

en faisant la sommation suivant toutes les familles d’entiers (m, m ) 
hypo e thèse° nVerge ’ Car la Partie imaginaire de ,a matrice B est positivé par 

2. Surfaces riemanniennes comme variétés. Rappelons la définition 
fl? n S oT“ ne ® anmeD ne d'une fonction multivoque (Première partie, 

§ 12, u 3). Dans 1 espace C- de deux variables complexes (w, z), on prend 
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pour une fonction analytique /(z, w) (par exemple pour un polynôme) la 
surface de ses valeurs nulles: 

f(z, H>) = 0. (5) 

Cette surface est une variété complexe de dimension 1 (une courbe com¬ 
plexe ) si elle vérifie la condition de non-singularité 


(%■%)* ° 


(voir Première partie, § 12). 

La solution de (5) par rapport à w peut nous donner une fonction 
multivoque. Par exemple: 

a) >v = ]/P n (z), f(w, z) = w 2 — P n (z), où P n (z) est un polynôme 
sans racines multiples (une surface riemannienne hyperelliptique); 

b) w = ln z = In \z\ + i arg z + 27 r in, f(w, z) = e w — z. 

Comme w(z) est une fonction multivoque, la projection de la surface 
(5) sur le plan des z parallèlement à w n’est pas biunivoque. 

Supposons que /(z, w) soit un polynôme de degré n en toutes les varia¬ 
bles. Faisons la substitution 

y 1 y 2 

z = —, w = —. 

y) y 

Il vient alors /(z, w) = Q n Y> y 1 , y 2 ), où Q n est un polynôme homo- 

OT 

gène. L’équation /(z, w) = 0 admet un prolongement au plan projectif 
CP 2 sous la forme 

&,(/• y 2 ) = 0 - ( 6 ) 

Les points de la surface (6) en lesquels on a /* = 0 sont appelés «points à 
l’infini» de la surface riemannienne (5). 

Lemme 3. Toute surface riemannienne dans 

- CP 2 définie par (6) est compacte. 

/z = oo Démonstration. L'ensemble des zéros 

/ \ de Q n est un fermé. Puisque CP 2 est compact, 

tout fermé dans CP 2 est aussi compact. Le lemme 
fv z=Æ est démontré. 

---■'/ L'équation (6) définit, en l’absence de toute 

\ J singularité, une variété compacte à deux dimen- 

sions. Quelle est cette variété? 

Exemple 1. Soit/(vv, z)=w 2 —z; Q t YYY)= 
Flg - 4 * = (y 2 ) 2 - yY. 

Prenons deux points z = 0, z = oo et relions-les par une courbe a. 
La figure 4 montre cette courbe tracée sur la sphère S 2 diffëomorphe à 
CP 1 . Il est intuitivement clair qu’en dehors de cette courbe la surface rie- 


Fig. 4. 



mannienne f(z w)=0 se divise en deux parties connexes dont chacune est 
éauivà^ente à l’extérieur de la courbe a par projection sur le plan des z. 
Ces parties sont appelées «branches» de la fonction multivoque. Ces deux 

branches de la fonction w(z) = fr prennent la même valeure " 0 et e " “- 
Pour obtenir une surface, on identifie la portion a } de la ^ 

maine / à la portion /J, de la frontière du domaine //,.et la portion /?, 
de la frontière P de / à la portion a 2 de la frontière de // (fig. 5). On obtient 
après recollement une nouvelle surface diffeomorphe a la sphère S , ce 
qu’il est facile de voir. 


Exemple 2. Soit /(z, h-) = w* - P 2 (z), où P 2 (z) est un polynôme de 
degré 2 à racines simples z = z l9 z = z 2 , z i ¥* z 2 - 

Relions z x à z 2 par un morceau de courbe. En dehors de cette courbe la 
surface f(z w) = 0 se divise en deux parties distinctes. Cette construction 
réalisée sur la sphère S 2 = CP 1 se présente de la même façon que dans 
l’exemple 0 (fig. 6), à ceci près qu’on az^ oo dans le deuxième cas. En 
identifiant de nouveau ct x ~ P 2 et Pi ~ a a> on r etrouve * a sphère S 2 . 


Exemple 3. Soit /(z, w) = w 2 - P 3 (z), où P 3 est un polynôme de degré 
3 à trois racines z l9 z 2 , z 3 distinctes deux à deux. Faisons deux coupures 
a l9 a 2 (fig. 7). En dehors de ces coupures la surface se divise en deux par¬ 
ties distinctes. 

En identifiant a x à p 2 , y x à ô 2 , a 2 à p l9 y 2 à ^(fig. 8), on obtient un tore, ou 
sphère munie d’une anse (fig. 9). 


Exemple 4. Soit /(z, w) = w 2 — P 4 (z), où P 4 est un polynôme de degré 
4 à quatre racines z 0 , z l9 z 2 , z 3 distinctes deux à deux. Un raisonnement ana¬ 
logue à celui de l’exemple 2 nous conduit également à un tore. 


Proposition 1. La surface riemannienne d'une fonction w = Y P m (z), 
où P n (z) est un polynôme de degré n sans racines multiples , est une sphère 
à g anses , où n = 2g + 1 ou n = 2g + 2. (Rigoureusement parlant, les 
points à l’infini de cette surface sont des points singuliers et doivent donc 
être éliminés). 

Démonstration. Soit n pair; posons n = 2g + 2. Divisons les 
racines de P n (z) en couples et joignons les racines de chaque couple par une 
courbe <j lf ,,.,û g + 1 sans que celle-ci vienne couper une autre courbe quel¬ 
conque (fig. 10). 

Faisons des coupures du plan des z suivant les courbes a { . On a vu que 
la surface riemannienne se divise en deux parties disjointes U l9 U 2 (on 
reste sur la même branche en contournant deux racines). 

Désignons les bords des coupures par a h /?,. Ils appartiennent respecti¬ 
vement aux portions U x et U 2 de la surface riemannienne. Faisons le recol¬ 
lement des bords en faisant correspondre 


(üi. *i) ^ «4 Pi), (üi, pd ~ (t/ 2 , a,). 



Ce recollement équivaut à quitter 
bord p, de U,. Pour des n impaires 
près qu'on prend r„+i = oo pour un 


le bord a, de U x et à passer sur le 
, la construction est analogue, à ceci 
des points de ramification. 


§ 5. Espaces homogènes élémentaires 

1. Action d’un groupe sur une variété. Soit G un groupe de Lie (par 
exemple un des groupes de transformations étudiés dans la Première partie). 

Définition 1. On dit que G est représenté comme groupe des transfor¬ 
mations sur la variété M (ou que G opère à gauche sur M) s’il existe pour 
chaque élément g de G une transformation (difféomorphisme) de M 

x y-*- T t (x), x e M, 

telle que T gh =T g T h et T x = 1, où g et h sont deux éléments quelconques de 
G, et 1 l’élément unité du groupe. La transformation T g (x) doit dépendre 
différentiablement du couple d’arguments (g, x), ce qui veut dire que la 
correspondance (g, x) e-»- T g (x) doit être une application différentiable 
Gx M -* M. 

Nous dirons que le groupe G opère à droite sur la variété M si, au lieu 
de T g T h =T gk , on a T g T h =T hg . Si G est un des groupes GL(n, R), 0(n, R), 
0(p, q) ou GL(n, C), U(n), U(p, q), [p + q = «], le groupe G 
opère naturellement à gauche sur R" ou sur R 2 ” = C", son action étant 
définie par des transformations linéaires. 


Remarque. On sait déjà que l’action du groupe sur un espace vectoriel 
définie par des transformations linéaires s’appelle aussi représentation 
linéaire de ce groupe. 

On dit que G opère transitivement sur M si, pour tout couple de points 
x, y de M, il existe dans G un g tel que T e (x) = y. 


Définition 2. La variété M sur laquelle un groupe 
\ement s’appelle espace homogène de G . 


G opère transiti- 


am,™ 8100116 ° considéré comme une variété sur laquelle un 

gauche m -* porte le “ 

Vespace homogène principal à droite T,(h) = hg ~i se définit par analogie, 
boit x un point de l’espace principal. Le groupe d'isotronie H de x 
SÏÏLS; dé “°” <*« éléments " ^ tosen. î 


T g {x) = x <-♦ g e H x . 

Ææîïï £* Jem r ° Mi * 


Dém°nstrati°„. Soient x*y * T,(x) =. y. L'isomorphisme 
U -► Hy se définit alors par la formule 


h >-» ghg~ l 

(le groupe opérant à gauche). 

Théorème 1. Il existe une correspondance biunivoque entre les points 
de l espace homogène, M d un groupe G et les classes à gauche suivant G/H> 
où H est le groupe d isotropie (le groupe G opérant à gauche). 

Démonstration. Choisissons une fois pour toutes un point Xo 
de la variété M. La correspondance demandée s’établit en associant à 
une classe à gauche (gH) un point T g (x 0 ) y où H = H x% est le groupe d’iso¬ 
tropie de x 0 . Cette correspondance est biunivoque et ne dépend pas du choix 
du représentant g dans la classe à gauche. Le théorème est démontré. 

Si le groupe opère à droite, on prendra les classes à droite. 


2. Exemples d’espaces homogènes, a) La sphère S n dans un espace eucli¬ 
dien R n+1 de dimension n+la pour équation 


(x 1 ) 2 + ... + (x" +1 ) 2 = 1; 

le groupe 0(n + 1) des transformations orthogonales de R n+1 opère natu¬ 
rellement sur S n . Son action étant évidemment transitive sur la sphère 
S n , celle-ci est un espace homogène du groupe 0(n + 1). Cherchons le 
groupe d’isotropie d’un point x = (1, 0, ..., 0 ) e S n ' y ce groupe est formé 
par les matrices du type 


G :> 


A e 0(n). 


Il vient donc S" = 0(n + l)/0(n). Le groupe G = SO(n +1) opère tran¬ 
sitivement sur S" lui aussi; le groupe d’isotropie est donc SO(n). On a par 
suite SO(n + 1 )/SG(«) = S". 

b) L’espace projectif R P* peut être assimilé à l’ensemble des droites 
oui Dassent oar l’origine des coordonnées dans R . Le groupe 0{n -f 1) 

la variété RP". Considérons une droite de vecteur 
directeur D ( S |! o. Elle revient à elle-même par des transformations 

orthogonales du type 

Ae0 (n). 

Le ornnne d’isotrooie est donc isomorphe au produit direct 0(l)xO(n), 


Le groupe d'isotropie 
si bien que 


r p" = 0(n + 1)/G(l)x0(n). 
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c) Le groupe additif des nombres réels R muni de la coordonnée t 
opère sur le cercle S 1 = {e 23X> *} comme suit: 

T t (e 2ni *) = e 27ti{ ** 

Puisque e- nl = 1, le groupe d'isotropie est identique au groupe des entiers. 

D’une façon plus générale, le groupe des translations de l’espace R" 
opère transitivement sur le tore T" = (S 1 )" (le groupe en question se note 
R", lui aussi). Cette action se définit de la façon suivante : si y=(t x , ...,/„) e R n 
et z — ..., e 27 ' 1 *") est un point du tore à n dimensions, on a 

T y (z) = 

Le groupe d’isotropie réunit tous les vecteurs y de coordonnées entiè¬ 
res. Ainsi donc, le groupe d’isotropie dans l’espace homogène considéré 
est un réseau d’entiers T dans R": 

T" = R"/f. 

d) Variété de Stiefel V n t . Chaque point de cette variété est un ensemble 
orthonormé ordonné de k vecteurs x = (e x , ..., e k ) dans un espace eu¬ 
clidien à n dimensions. Toute matrice orthogonale A e 0(n) d’ordre n 
transforme un point * en un point Ax=(Ae u .. ,,Ae^, le repère (Ae u ...,Ae k ) 
étant orthonormé lui aussi. L’action en question est transitive (vérifier !). 

La variété de Stiefel V mk se laisse définir comme une surface non sin¬ 
gulière dans l’espace euclidien R"*; soient en effet des vecteurs e„ .. e k 
caractérisés dans une base orthonormée quelconque dans R" par des 
coordonnées 


e i = (*n, i = 1, 

Les quantités x tj , i 1 .., k;j =1, sont les coordonnées d’un 

point dans espace euclidien R"* de dimension nk. Ces coordonnées sont 
liées entre elles par un système de k(k + l)/2 équations 

<*'’ e J> = S ‘J~ t XiSj, = S ip ij = (1) 


Lemme 2. Toute variété de Stiefel V u k est une surface non singu¬ 
lière de dimension nk - -i—xii dans l'espace R’*. 


veinent Zit V ‘ ffVuffit à? Un r grou P e ^ opère transiti- 

point unique "quelconque. ConridéX le" SÆS”™ “ 

point à V n k est de dimension nk — ■ ^ ( -• » -- 


/ 

I c est-à-dire que le rang de 


la matrice jacobienne de (1) est c •. 

2 J m à01t x t j — Xij(f) une courbe 

sur la surface V B<t qui passe par ,v 0 pour t = 0: 

t ~ ô ij> i,j=l,...,k ; 

Xij(0) = ô,j, j= 1, 

Le vecteur vitesse = dx M de cette courbe en * 0 vérifie la relation 

Qï |/ = Û 

0 = ~dï(Ê t Xù(t)XjÀO ), m0 =c,j+Cjh iJ =• • ••*• 

Ainsi donc, 1 espace tangent en * 0 à V n k se compose de vecteurs £ r , i = 
= 1> • • • j le , j 1, ••«,/!, tels que 


£ij £jb bj — 1? ... 9 k. 

La dimension de cet espace est précisément égale à nk — —- — ^ . Le 

2 

lemme est démontré. 

Ainsi donc, V n k est une variété différentiable. Cherchons le groupe 
d’isotropie dans cet espace homogène. Prolongeons le repère e x , ...,e k 
en un repère orthonormé e u . • - ,e n étendu à l’espace euclidien n-dimen- 
sionnel tout entier. Dans le système de coordonnées choisi, la matrice or¬ 
thogonale qui laisse les vecteurs e x ,..., e k invariants se présente comme 
suit: 

71 0 \ 

k. ’ • 0 , AeO(n — k). 

; o i 

n— fc{\ 0 A/ 

Le groupe d’isotropie est donc 0(n — k), si bien que V m k — 0(ri)/0(n k). 

Pour k<n la variété de Stiefel peut être assimilée à l’espace homogène 
du groupe SO(n). Dans ce cas le groupe d isotropie se confond avec 

SO(n-k): 

y„,k = SO(n)/SO(n - k). 

On a en particulier 

V„ „ = O(n), V„,,-i = S °W> V ”-' = S * _1 - 


4-302 


V „,,-1 = SO(n), 
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V) 

c) Variété de Grassmann G m k . Les points de la variété grassmannienne 
sont les plans A-dimensionnels qui passent par l'origine des coordonnées 
Janx un espace euclidien à n dimensions. L'action naturelle du groupe 
0(n) dans R" sc traduit par l'action transitive sur l'ensemble des plans 
A-dimensionnels de R’. Choisissons un plan A-dimensionnel n et cherchons 
son groupe d'isotropie. Introduisons un système orthonormé de coordon¬ 
nées dans R" de telle sorte que les A premiers axes de coordonnées soient 
contenus dans n et les autres axes, au nombre de n — A, soient orthogo¬ 
naux à k. La matrice orthogonale qui fait revenir n à n se présente dans 
ces coordonnées sous une forme diagonale par blocs: 

ü)’ A e BeO(n — k). 

n -*{\0 B / 

Tl \ient donc 

G*jk = 0(n)/0(k)x 0(n — A), 
et Ton a évidemment légalité 

La variété grassmannienne G m x se confond en outre avec l’espace pro¬ 
jectif R/*" -1 . 

f) Espaces homogènes du groupe unitaire U(n). Ce sont : 

1) la sphère de dimension impaire S' 2 "" 1 qui se définit dans l’espace 
complexe C* à n dimensions par l’équation 

r 12 + ... + |rV = 1 ; 

plus exactement, 

S*- 1 = U(n)!U(n - l) = S(f(n)/SU(n - 1); 

2) l'espace projectif complexe CP'- 1 : 

CP'- 1 = U(n)/U(])xU(n - 1); 

3) la variété de Grassmann complexe 

= U(n)/U(k)x U(n - k) 

réunissant les plans complexes A-dimensionnels dans C' qui passent par 
J origine des coordonnées. 

Exercices. 1 Soit M l’espace homogène d’un groupe G dont le groupe 
d isotropie est // Montrer que 

dim M ~ dim G — dim //. 

Chercher la dimension de la variété G n k . 
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2. Montrer que les variétés V et r 

t Soit m - (ni ™ Ct( V* sont compactes. 

3. Soit m - <m„ une partition d’un nombre n: 

n 'i + + ... + m k = w . 

Un ensemble de sous-espaces linéaires , „ .. 

appelé m-drapeau si ” de J espace R" est 

a) dim*,-dim 

b ) *0 = 0, TT k = R"; 

c) «l-l <= 

On demande d introduire sur 1 ensemble des m-drapeaux F(n, m) la 
structure d espace homogène du groupe 0(n). Chercher le groupe d’iso- 
tropie de cet espace homogène. 


§ 6. Les espaces à courbure constante 
(espaces sym étriqués) 

1. Notion d’espace symétrique. Un intérêt particulier est attaché 
aux variétés M présentant cette particularité que leur tenseur de courbure 
R abci de la connexion symétrique compatible avec la métrique g** dont 
est munie la variété vérifie l égalité 

V,(B. bci ) = 0, U> 

où V. est la dérivée covariante. Nous savons que certaines dérivées cova¬ 
riantes du tenseur de courbure s'annulent toujours en 'f™ ,.5V. A?* 

de Bianchi (voir Première partie. § 30). Or la condition de nudl.te.nonœe 
sous la forme (1) est extrêmement forte On consme - (]) 

impose certaines restrictions globales a u résultat est 

implique déjà que es. la i 17 plïXs)! 
valable pour des variétés M *"7^7simplement connexes) sont amenées 
Les variétés générales (qui ne sont pas P*^ à parl j r des variétés sim- 
à vérifier la condition (1) par passage q D | acc ments discret T, il se 
plement connexes M suivant un S^Trouoe des déplacements de M tout 
peut que r ne commute pas avec 1 ^ PÇ homogène . On dit alors 

entier, auquel cas le quouentMV^ ou i 0C alement symétrique. 
que l’espace est localement homoge * i cs caractéristiques scalaires 

Il ressort de (1) en particulier que toute 
de la courbure sont constantes. 

_ C onst. 

^ = const, * 

ttlltrr définition d'espace symé- 

Nous préférons cependant adopter une 

trique. 


Définition I. On dit que la variété M munie de la métrique g ab est 
un espace symétrique si, pour tout point * e M, il existe une isometrie 
(un déplacement) s x : M -* M qui laisse * fixe et isole et associe a tout 
vecteur tangent en x son symétrique, f -*• — Ç- (La transformation s x est 
appelée symétrie en x.) 

La nécessité de la condition que M soit simplement connexe apparaîtra 
plus tard, aux § 17 et 18. Dans ce paragraphe, nous n’utiliserons aucune 
propriété des variétés simplement connexes. Le lecteur qui ne connaît 
pas encore ces propriétés pourra reprendre utilement la résolution des pro¬ 
blèmes proposés dans ce paragraphe après l’étude du chapitre 4. 

Lemme 1. Tout espace symétrique M présente la propriété (1). 

Démonstration. Il est possible de choisir dans le voisinage 
d’un point x e M des coordonnées (x“) telles qu’il y ait en x 

A- = 0 , g ai = s ab , -^- = 0. 

CX* 

Les tenseurs g mb et ^abcd reviennent à eux-mêmes par la symétrie s x . Quant 
au tenseur V a (R abcé ) en x , il doit aussi revenir à lui-même, puisque s x est 
une isométrie (un déplacement). D’autre part, s x étant une symétrie, on 
doit avoir V/K.**)-*- V s (Kbcd)- On a donc V,(R ab cd) = et le lemme 
est démontré. 

Remarque. La réciproque est également vraie, mais nous n’y insisterons 
pas à cause des difficultés techniques de la démonstration. Remarquons 
seulement que toute variété riemannienne M admet une «symétrie locale» 
s x dans un ouvert Us x pour tout point jc€ M. A cet effet, on prend un 
faisceau de géodésiques issues de x et on pose pour une géodésique y 
telle que y (0) = x 

sJM?)) = K-*) 

avec un t suffisamment petit. Par contre, ces transformations ne sont pas 
des isométries (déplacements) en général. 

Exercice . Montrer que les transformations locales s x sont des isomé¬ 
tries pour tout xe M si et seulement si la condition (1) est vérifée. (Le cas 
le plus élémentaire est celui de n = 2; le tenseur de courbure se définit 
alors par une constante unique R. Dans le cas général, il est plus facile de 
commencer par analyser la conservation de l’équation de Jacobi en tout 
point de la géodésique, afin de montrer ensuite que les transformations s* 
conservent le tenseur de courbure.) 

Puisque la symétrie s’étend à l’ensemble des points x e M, on dis- 
pose d une reserve de déplacements suffisante pour démontrer l’homogé- 
neite de la variété M. 


LeMME 2. Toute variété symétrique M est localement homogène , en 
ce sens que pour tout point xe M suffisamment voisin de x, il existe un 
déplacement g e M tel que g(x) = Si un couple de points x f yeM peut 
être lié par une geodesique, il existe un déplacement g tel que g(x) = y. 

Démonstration. Prenons une géodésique y munie d’un para¬ 
mètre naturel et telle que y(0) = x, y(T) = y. Considérons le 

point z = y(T/2). Il est évident que la symétrie s z fait passer y en y, y en 
X et x en y . (Si la métrique est indéfinie et y est une géodésique isotrope, 
on prendra pour t le paramètre affine qu’on obtient par résolution de l’é¬ 
quation des géodésiques, voir Première partie, § 29.) Si * et x sont deux 
points voisins, il existe sûrement une géodésique qui joint x à x, car le fais¬ 
ceau de géodésiques issues de x balaie tout un domaine autour de x. Le 
lemme est démontré. 


Remarque. Dans le cas où la métrique est positive (riemannienne), 
deux points quelconques peuvent toujours être liés par une géodésique 
polygonale; les variétés symétriques sont donc toujours homogènes dans 

ce cas. 


2 Groupe d’isométrie : propriétés de son algèbre de Lie. Dans le texte 

oui suit nous considérons les variétés symétriques homogènes M munies 

de la métrique g ah vérifiant la condition (I); le groupe de Lie des deplace- 
uc 1 a UIVLIIH Sab _ U C, h.pn nn nn aura 


M = Gj H. 

Considérons l’application 

sTS = fr.r M ^ M 


( 2 ) 


dans laauelle v = V (t) est une géodésique, x 0 — y(0L x TP)' 

transformations 

portantes (fig. 11): , . . . 

a) f T y est une translation d’un temps J des points de y. 

y(r) y( T + T): 



Fig. IL 

. i et nirt lire de groupe à un paramètre 
c) les transformations fr, y ® nt * a , 

relativement à la géodésique y donnée. 

/n+Ts.v = ffto-fTt.r (3) 

/- = (/t.,) -1 ' . . . . 

lUmnnt de la définition de J T , y . 
Toutes ces propriétés résultent naturellement 
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Conformément à ce qu’on a vu dans le § 3, les sous-groupes à un para¬ 
mètre f Ty du groupe G se présentent sous la forme 

fr.i = exp(7 B y ), 

où B y est un vecteur appartenant à l’algèbre de Lie g de G. Nous dési¬ 
gnerons par L 1 le sous-espace linéaire engendré dans g par les vecteurs 
B y e g pour l’ensemble des géodésiques ayant leur origine en x 0 . L’algèbre 
de Lie du stabilisateur H(x 0 ) dans G associé à x 0 sera notée L°. On a évi¬ 
demment 

g = L» + L\ ( 4 ) 

Soient un e petit non nul et deux géodésiques y l5 y 2 issues du point x 0 . 
Les transformations successives 

^-* 17 ,’ f itif f‘>7 y 

font passer du point x 0 à un point voisin (séparé de jc 0 d’une distance de 
l’ordre de e s ). Cela entraîne que, conformément à la définition du crochet 
dans une algèbre de Lie, le crochet [B y ^ appartient à une sous-algèbre 
associée au stabilisateur pour le point x 0 , donc que [ 5 r , B y ] e L°. Suppo¬ 
sons maintenant que le sous-groupe à un paramètre g r ’ = exp (TA) de G 
lius . se x, invariant (en sorte que A e L°). Il est facile de voir que, pour des e 
petits, la transformation g-J T<y g c représente alors, à 0 (e 2 ) près, un trans- 
port parallèle le long de la géodésique 7 issue de x 0 dans la direction de 
l By, A]. On a en somme 

[L°, L 1 ] e L\ 

ce qui achève la démonstration du 
Lemme 3. 


[L°, JL°] c L°, 

[L\L°]<=L\ (5) 

[L\ L 1 ] c L°. 

Une ^gèbre de Lie g = L décomposée en une somme 

roi *• '/c\ ven “ an * ^ CS relations (5) est appelée Z.-i graduée car les 

relations (5) se transcrivent comme suit: 2 graauee, car les 

W, L s \ C ^W+iKmod 2) 

Le lemme 3 donne lieu au 

Corollaire 1. L'opérateur linéaire 
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égal à l sur L° et à — 1 sur L 1 , est un automorphisme ( c'est-à-dire qu'il 
conserve le crochet). On a en plus <r 2 = 1 (<j est une involutiori). 

La réciproque est également vraie: toute algèbre de Lie g qui admet 
un automorphisme involutif est Z,-graduée, g = L° + L\ avec 0 = 1 
sur L° et <x = — 1 sur L 1 . 

La géométrie locale dans le voisinage du point x 9 e M se définit, en 
vertu de l’homogénéité de M, par la métrique introduite sur l’espace 
tangent R" o en x 0 (n = dim M). L’espace tangent R;, est naturellement 
identifié à l’espace L 1 c g. Le lemme 3 veut que la métrique introduite 
sur RJ, = L 1 soit invariante par tout automorphisme interne ç 1 -+ gÇg~ l , 
où g è H et £ e L 1 . Pour g T = exp(7Vl), A e L°, on a la transformation 
L 1 -* L 1 : 

£ ^ grZgT 1 - £r> 

(ad A)(Ç) = [A, £] = . 

dT r=o 

Pour le produit scalaire <(ç, t\) dans L 1 on a 

<£r> *1t) = <£> 'l)> 

<[A, &*) + (!;, [A, r,]) = 0. 

La condition (7) impose une restriction au produit scalaire (la métrique) 
dans L 1 = R; # . 

3. Espaces symétriques des types 1 et 2. Le lemme 3 fournit le modèle 
algébrique d’un espace symétrique. Tous les espaces symétriques admettent 
en principe une classification, au même titre que les groupes de Lie com¬ 
pacts. Nous ne considérerons que les exemples les plus importants. 

Un premier exemple d’un espace symétrique simplement connexe 
(à courbure nulle) sont évidemment 1 espace euclidien R et les espaces 
pseudo-euclidiens R" : dans ce cas le groupe G est constitué des dépla¬ 
cements de R w (resp. de RJ q ) t le sous-groupe H a G se confond avec 0(n) 
(resp. 0(p , q)\ et l’espace L 1 = R" est celui des translations. On a comme 
précédemment la décomposition 

g = L° + L\ 

avec en l’occurrence [L 1 , L 1 ] = 0; on a de même [L°, L 1 ] c L 1 comme 
précédemment (voir la description de la structure des groupes des dépla¬ 
cements dans la Première partie, § 4). Les espaces symétriques non simp e- 
ment connexes (que nous avons appelés plus haut espaces localement 
symétriques) s’obtiennent par passage au quotient suivant un groupe 
discret r formé par les translations (combinées peut-etre à des appfi- 
cations particulières comme dans le cas de la bouteille de Klein, voir § 18). 

Dans tous les exemples qui vont suivre, nous admettons que G est un 
groupe semi-simple (voir § 3 , n° 1 ), c’est-à-dire que le produit scalaire de 



Killing n'est jamais dégénéré sur l’algèbre g. Rappelons que ce produit 
scalaire (A, B} se présente comme suit: 

< A , B) =— Tr(ad A ad B), 

ad A(£) = [A, fl, ad R(ç) = [R, ç]. 

On distingue deux types d’espaces symétriques simplement connexes 
(même munis de la métrique positive, c’est-à-dire riemannienne) : 

Type 1. Le groupe G est compact. Le produit scalaire de Killing est 
positif sur l’algèbre de Lie g. 

Type 2. Le groupe G est non compact. Le produit scalaire de Killing 
est indéfini sur g. 

Prenons les cas les plus simples: 

a) la sphère 5* (type 1 ): ici G = 50(3) est compact, et H = SO( 2); 

b) le plan lobatchevskien L* (type 2): ici G = SO( 2, 1 ) = SL(2, R) 
et H — 50(2). L’algèbre de Lie g est celle des matrices 2 X 2 de trace 
nulle. Le produit scalaire (A, B ) s’écrit : 

(A, B) = - Tt(AB). 

La base dans l’algèbre est 



A\ ■= A\ = 0, Al = 1. 

Il vient 

(Ai, A z y = 1, (A it ^ 3 ^ = (A z , A 3 y = 0, 

(a 3 , a 3 y = 2, (Ai, A 3 y = (a z , A z y = o. 

Les matrices qui forment H= 50(2) s’écrivent comme suit : ( c °s<psin<p\ 

i - ,, {-sirupcoscpj 

La sous-algebre L°cg est formée par des matrices du type À(A 1 — A z ). 

Le sous-espace L 1 <=. g est engendré par les. vecteurs A x + A,, A-, 

Nous proposons au lecteur de vérifier la relation 


[L 1 , L 9 ] c L 1 . 

Le produit scalaire de Killing est positif sur le sous-espace L 1 <= a donc 
la métrique introduite sur l’espace symétrique l? est positive 
Exercice. Discuter les cas de 5" et de L". 


nré im ilc ^ L ? C °” me espaces s y m ® tr *ques. Considérons à 

T i groupes de Lie Q comme espaces symétriques. Le groupe 
des déplacements G de Q est isomorphe à Q x O; le grouoe G ooère 
sur Q par des translations à droite et à gauche: 156 P 


(gugt) - <1 >-*■ giggT 1 ; 


ESPACES SYMÉTRIQUES 


57 


§ 6 ] 

le sous-groupe H c G est une diagonale de Q = {g,g}czQ X Q: on a 
évidemment i/(l) = 1. Les symétries se définissent par 

(vérifier !). On a en particulier s t (x) = jc" 1 . 

Etudions plus en détail un cas appartenant au type 1, où Q est un 
groupe compact et simplement connexe. Nous avons déjà calculé la cour¬ 
bure de la métrique de Killing (§ 30 de la Première partie): il est à souligner 
ici que la courbure de Ricci R ab est définie positive. Les géodésiques se 
déduisent par translations à droite et à gauche des sous-groupes à un 
paramètre. 

Construisons un plongement isométrique Q a S y avec N grand. 
Nous admettons que Q est plongé dans SO(m). Ensuite, le groupe SO(m) 
est constitué par des matrices m X m et appartient de ce fait à l'espace R m \ 
Introduisons le produit scalaire euclidien de deux matrices A et B appar¬ 
tenant à R m \* 

(A, B > = Tt(AB t ) 9 (8) 

où T symbolise la transposée (cf. Première partie, § 24). 

Exercice . Vérifier que ce produit scalaire est identique à la restriction 
de la forme de Killing à SO(m). 

Pour A e SO(m) on a AA T = 1 et Tr 1 = m. Le groupe SO(m) appar¬ 
tient donc à la sphère (A, A)=m de rayon ]/m: 

SO(m) c S”"- 1 . 

Lemme 4. Le produit scalaire dans Vespace euclidien R m * est invariant 
par toute translation à droite et à gauche de g e SO(m). 

Démonstration. Soient A = gA, B = gB. On a alors (A 3 B ) = 
^lï(gÂB T g T )=Jï{gÂB T g- x ) = ^i(AB t )=(A 9 B), \\ en est de même 
pour les translations à droite: si^ ^4 = Ag , B = Bg , on a (A, B) = 
= Tr(^gg T l? T ) = Tt(AB t ) = < A , B). Le lemme est démontré. 

Corollaire 2. La restriction de la métrique (8) dans R m à un sous- 
groupe quelconque Q c SO(m) est invariante par toute translation à droite 

à gauche : 

q h-* q x qq v 

On dit que la métrique est bi-invariante. 

Lemme 5. Toute métrique bi-invariante sur un groupe de Lie Q simple 
est proportionnelle à la métrique de Killing avec un facteur de proportionna¬ 
lité constant. 
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Démonstration. Une métrique invariante à droite et à gauche 
engendre sur l’algèbre de Lie L de Q un produit scalaire ad-invariant : 

{[A, B], C> + < B, [A, C]> = 0 (9) 

(avec A, B, C e L), ou, pour g T = exp {AT), 

(g T Bg7\ grCgï 1 ) = (B, C). (10) 

Le produit scalaire de Killing < A, B ) vérifie les relations (9) et (10). Soient 
g ab , g ab deux métriques vérifiant (9) et (10). La métrique g ab —Xgob est ad- 
invariante, elle aussi. Soit un tel que det (g ab — Xig ab ) = 0; le sous- 
espace propre de L qui correspond au cas considéré sera noté R^ t . Il est 
évident que Rx x est invariant par les automorphismes internes de L. Or, 
puisque Q est un groupe simple, la représentation ad est irréductible 
(c’est-à-dire qu’elle n’admet aucun sous-espace invariant). On a donc 
Ri x = L 1 1 g ab = AJt ab . Le lemme est démontré. 

Corollaire 3. Tout sous-groupe simple Q du groupe SO(m) muni 
de la métrique de Killing admet un plongement isométrique dans une sphère 
S ”*~ 1 avec une métrique proportionnelle à la métrique standard. 

Corollaire 4. Le tenseur de Ricci R ab présente les propriétés d'inva¬ 
riance (9), (10), lui aussi . On a donc pour un groupe simple R ab — Ag a b> 
À = const. 

^ Pour des G compacts, on sait déjà que R ab > 0 (voir Première partie, 
§ 30). Un groupe semi-simple est Gocalement) le produit direct de quel¬ 
ques groupes simples: G = G 1 X ... X G k . Ce résultat est évident pour 
chaque groupe simple G i9 car le signe de A est facile à déterminer. 

5. Construction des espaces symétriques. Exemples. Passons aux 
espaces symétriques en général. Soient 


M=G\H 


g = L = £° + L\ 


, î lo gebr , C f e u Lie du grou P e G ’ les te rmes LP, LP vérifient la rela 
non (5); LP est 1 algèbre de Lie du groupe H; l’espace U = R; est iso 

22? t es P. ace tan e ent JI "en H{x 0 ) = x 0 . Dans les exemples qc 

l’algèbre de Lie g UC ^ % ° btient à partir de la forme d e Killing su 


Lemme 6. Pour la mâlrique de Killing introduite sur Valgèb 
Lie 9\ les sous-espaces LP et L 1 sont orthogonaux. 

D e m o n s t r a t i ° n . Puisque [L°, L°] c LP, [LP, L 1 ] c L 1 \U . 
c LP, il vient pour A t LP, B e L x J ’ 1 ’ J 


ad A(L°) c LP, ad A{LP) c LP, 

ad B{LP) c LP, ad B{LP) c LP. 

On a donc Tr(ad A ad B) = 0. Le lemme est démontré. 
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La forme de Killing sur g se présente comme suit: 


où «, P sont les indices de la base dans LP et y, ô ceux de la base dans LP 
La forme g% est souvent appelée forme de Killing de l'espace symétrique 

La forme g ai , vérifié sur 1 algèbre LP les relations (9). Si donc Z/^est 
une âlgebre simple, a métrique est proportionnelle à la métrique de 
Killing deL° elle-meme Or, dans bien des cas, L n’est pas une algèbre 
simple mais semi-simple, L° = L? 0 L°, où L\, L\ sont des algèbres simples. 
La forme gy peut a ors conformément au lemme 6 , être différente de 
la forme de Killing d un facteur X 1 sur L\ et d’un autre facteur A, sur L?. 

Remarquons que si A e L°, le groupe H est compact et la métrique g'J* 
est positive, alors la matrice ad A est alternée (tant sur LP que sur LP). 
On a pour < A , A) 

- Tr(ad A) 2 = - [Tr(ad A)\. + Tr(ad A)h], 

d’où 

\(A,A) m >!<^,/()| £ ... (12) 

Nous savons que la forme de Killing sur l’algèbre de Lie L° d’un groupe 
de Lie H compact est non négative. En ce qui concerne la restriction g ( JjP 
de la forme de Killing de l’algèbre de Lie g à L°, cette restriction est 
positive pour des H compacts en vertu de l’égalité ( 12 ) (si la métrique de 
l’espace symétrique est positive). 

Nous voyons donc que, pour construire l’espace symétrique, il suffit 
de définir une sous-algèbre L° c g telle que la restriction à L° de la forme 
de Killing de l’algèbre de Lie ambiante g ne soit pas dégénérée. L'algèbre 
L 1 se définit alors comme le complément orthogonal. Or, les relations (12) 
imposent des contraintes très sensibles au choix de L°. Si la forme de 
Killing sur g est indéfinie, on doit, pour construire un espace symétrique 
à métrique positive, choisir une sous-algèbre LP <= g telle que la forme 
de Killing soit d’un signe déterminé sur son complément orthogonal (type 2 ). 
Ceci étant, L° doit être l’algèbre de Lie d’un groupe compact qui forme 

un sous-groupe dans SO(n). , ,. , 

Remarque. L’espace symétrique M peut être réalisé comme une sous- 
variété dans le groupe G, telle que toutes les géodésiques sur M soient geo- 
désiques sur G. On construit le plongement par l’un des procédés suivants: 

1) faire sortir tous les sous-groupes à un paramétré du point 1 de G 
suivant les directions des vecteurs B e LP (nous laissons au lecteur le soin 

montrer que ces géodésiques balaient la sous- variété c ), 

2) construire une application (p ■ M-> G telle que <p(x) 

s *. l S x e G (S x étant une symétrie); 

v 3) construire une involution <r: G - G (anti-automo^ 

<r(g lg J = c(g 2 ) ô{gj) vérifiant sur l’algèbre de Lie g les égalités <s\ L .-h 
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â Li = — 1. Soit une application g 
oct nrw'içpment A/ c G. 


l'image de cette appli- 


“Tou?'p,CïnT" monter que te plongent I), 2), 3) 

“votiluïques exemples d’espaces symétriques simplement connexes 
du type Hnous proposons au lecteur de construire dans chaque cas la 
décomposition 9 = LP + L 1 ): 

1) SO(2n)/U(n), 

2) SU(n)/SO(n), 

3) SU(2n)/Sp(n), 

4) Sp(n)jU(n), 

5) SO(p + q)ISO(p) X SO(q), Les variétés de Grassmann, y com- 

6 ) SU(p + q)/SU(p)xU(q), ■ pris les espaces projectifs et les 

7) Sp(p + q)ISp(p) X Sp{q) J sphères. 

Et voici quelques exemples d’espaces symétriques du type 2 (de métri¬ 
que positive). On constate que dans le cas simplement connexe leur topolo¬ 
gie est celle de l’espace euclidien R n : 

1) SO(p , q)/SO(p) X SO(q) (pour q — 1 on a l’espace lobatchevskien 

L p ), 

2) SU(p, q)/U(p ) x SU(q) (pour q = 1 on a la boule unité dans C p 

considérée comme une variété complexe; 
pour p = 1 la variété est identique à 
V- = SC7(1, 1)/G(1)), 


2) SU(p, q)IU(p) X SU(q) 


3) Sp(p, q)/Sp(j >) X Sp(q), 

4) SUn, R )/SO(n), 

5) SL(n, C)/SU(n), 

6) SO(n, C)/SO(n, R). 

Exercices. 1 . Montrer que, pour les espaces symétriques du type 2 
mums d une métrique positive, la dimension de la sous-algèbre L° c q 
est égalé au nombre des carrés positifs de la forme de Killing dans q 

Pie pour G 1% %*£ ™ de Lie 9 est complexe (par exem- 

po L{n, C) ou SO(n, Q), les carres positifs et négatifs sont 

au même nombre, si bien qu’on a dim L° = 1 dim g. Chercher les sous- 

_ rn « .. . ^ 


de ra,gèbre de Lie 9 du groupe G = SL(n, C). 
métrique positive^ôn^tolrjours^ 065 Symetnques du l yP e 2 munis d’une 

M = G/H, 

Dtamer te ca s de 
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§ 6 ] 

4. Montrer que la topologie des espaces symétriques simplement 
connexes du type 2 est toujours celle de l’espace R 77 . 

En ce qui concerne la courbure des espaces symétriques, on a, tout 
comme pour les groupes de Lie, 

<*(£, q) Ç, T>U. = i-<[£,„], [£,*]>„, 

4 

£, rj, c, T e R; # = L 1 . 

5. Montrer que, pour les espaces du type 1, on a R ab > 0 et que 
leur courbure </?(£, //)£, rj ) mesurée dans les directions bidimensionnelles 
est non négative. 

6 . Montrer que, pour les espaces du type 2, la courbure mesurée dans 
les directions bidimensionnelles est non positive. Démontrer, au départ 
de ce résultat, que la topologie d'un espace symétrique simplement connexe 
du type 2 est celle de R" (en supposant que la métrique soit positive). 

7. Chercher, parmi les espaces symétriques des types 1 et 2 étudiés 
ci-dessus, ceux dont la courbure mesurée dans des directions bidimension¬ 
nelles est distincte de 0. Discuter les cas de S n , de CP" et de H P n pour 
le type 1 et les cas de L", de SC7(n, \)/U(n), de SL(n, R )/SO(n) et de 
SL(n, C)/SU(n) pour le type 2. 

8 . Montrer que, pour les cas de /; = 2 et 3, il n'existe aucun espace 
symétrique simplement connexe de métrique positive en dehors des trois 
espaces L", S n et R". Indication. Montrer que le stabilisateur 
H a G est toujours identique à SO(n) pour n = 2 ou 3. En déduire que, 
pour n = 3, la courbure mesurée dans toutes les directions bidimension¬ 
nelles est constante. 

9. Montrer que, pour un groupe semi-simple G = G x x ... X G k (où 
G, sont des groupes simples), tout espace symétrique simplement connexe 
M s’écrit sous la forme 

M = (GJHJ X ... X ( G k /H k ), 

où la métrique se décompose en un produit direct. La métrique de chaque 
M { = GJHi est proportionnelle à la métrique de Killing introduite sur 
l’espace L) de l’algèbre de Lie + L). 

Citons en conclusion la liste des espaces symétriques de dimension 

4 dont la métrique a la signature (H-). Ces espaces revêtent un 

intérêt certain pour la Relativité générale, car la métrique g ab vérifie l'équa¬ 
tion R ab — Ag ab = 0 (voir corollaire 4 ci-dessus). 

I. Les espaces à courbure constante, dont le groupe d'isotropie est 
SO( 1,3): 

1) Espace de Minkowski R* t3 . 

2) Espace de De Sitter S + = 50(1, 4)/SO(l, 3); remarquons que 
l’espace S + est homéomorphe àRxS 3 . Le tenseur de courbure R de S+ 
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est l'opérateur identique qui applique l'espace des bivecteurs /1"(R 4 ) sur 
lui-même: R = 1. 

3) L’espace de De Silter S- - S0( 2, 3)/S0(l, 3); l’espace S est 
homéomorphe à S‘ X R 1 ; son «revêtement universel» (voir § 18) 

$ _ 50 ( 2 , 3)/SO(l, 3) est homéomorphe à R 4 . Le tenseur de courbure de 

5_ est R = - 1. 

IL Les espaces réductibles (dont chacun est produit direct de deux 
espaces à courbure constante): 

1) G = 5G(3), M = R + x Ml - où ML _ _ est un espace a 

courbure constante de signature (-)• 

2) G = 50(1,2), M = R- X M\ —, où M% — est un espace à 

courbure constante de signature (H-). 

3) G = S0(2) x 50(1, 1), M = Mi _ X M\ _ étant produit direct 
de deux espaces bidimensionnels à courbure constante. 

III. Les espaces symétriques des ondes planes M f ; leur groupe d’iso¬ 
tropie G est commutatif et le groupe des déplacements résoluble. Leur 
métrique, exprimée en coordonnées globales quelconques, s’écrit 

dp = 2dxidx t + [(cos t)x\ + (sin t)x|] dx\ + dx\ -f- dx\. 


cos t > sin t. 

Dans la tétrade (voir Première partie, § 30) définie par les 1-formes 
P = dx i, q = dx 1 + Hdx i , x = dx 3 , y = dx t , 

le tenseur de courbure est constant et s’écrit comme suit: 

R = — 4[cos t(p a x) (g> (p A x) + sin t(p a y) ® (p a y)]. 

Remarques. 1. Tout espace symétrique simplement connexe se définit 
univoquement par son tenseur de courbure en un point. Soit R le tenseur 
de courbure, R : A\V) -+ A 2 (V); désignons par h l’algèbre de Lie des 
operateurs linéaires alternés dans l’espace V engendrée par les opérateurs 
du type R{ x y), x, y e K (où h est l’algèbre d’isotropie notée L 0 ). Soit g 
1 algèbre de Lie qui se définit dans l’espace V@h par les formules 

[(w, à), (v, b)] = (ab — bu, [a, b] + R(u, v)). 

Alors l’espace homogène M = G/H associé au couple (a, h) se munit 
naturellement de la structure d’espace symétrique. 

symétriaues^^m^mV * 816 con \^ te ^ es tenseurs de courbure des espaces 
symétriques de meme groupe d’isotrop e H, il suffit de chercher l« t™ 

H i u d »" s sæstj: 

y y) eh pour x,yeV quelconques, où h est l’algèbre de Lie de H. 
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§7. Variétés engendrées par des éléments 
linéaires 

1. Variétés construites sur des vecteurs tangents. Soit M une variété 
à n dimensions. Nous construirons à partir de M une variété L à 2n dimen¬ 
sions, appelée variété des éléments linéaires de M. 


Définition. Les points de la variété L(M) des éléments linéaires sont 
les couples (x, £), où x est un point de la variété M et ^ le vecteur tangent 
en ce point à M. 

Introduisons des coordonnées locales sur L(Af). Soit U q c= Mie domaine 
de validité des coordonnées locales (x£). Alors dans chaque point de l’ou¬ 
vert U de l’espace tangent à M on a une base e a = ——, de sorte que 

dx% 

les vecteurs Ç se munissent de coordonnées : £ = Ç%e a . Les couples du type 
(x, £)> avec x e U q , forment un sous-espace U% dans l’espace L(Af). Les 
coordonnées locales introduites dans Uq sont 

0£» • • -, y?) = ( x \> - -, x”, €«» • • -» ££)• 

Si l’on introduit dans le domaine U p des coordonnées (x£), les fonctions 
de passage à l’intersection de U% et de U p s’écriront 

0 ’p, ■■■,/?) = ‘ ‘ ’ X $’ 


La matrice jacobienne de ces fonctions de passage est 



Le jacobien (déterminant) de cette matrice est (det A) 2 > 0. 

Corollaire. La variété L(M) des éléments linéaires est une variété 
différentiable orientable à 2n dimensions. 

Exemple . La variété des éléments linéaires dans un domaine U de 
l’espace euclidien R” est difféomorphe au produit direct U X R . 

Soit M une variété munie de la métrique riemannienne. Il existe alors, 
dans la variété des éléments linéaires L{M), une sous-variété privilégiée 
L x {M) formée par les points (x, Ç) pour lesquels on a |£| = 1 (A est définie 
par une équation non singulière f(x , $) = s = !)• La dimension de L x 
est égale à 2n — 1 . 

n 

Exemple. Soit S n une sphère n-dimensionnelle déquation V] (x*) 2 =l, 

a=0 

chaque vecteur tangent £ est orthogonal au rayon vecteur x dans le point 
de contact. La variété des couples (x, £) pour la sphère S n est donc une 
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variété de Stiefel V n+1 . 2 . En particulier, pour la sphère bidimensionnelle 
S 2 la variété des vecteurs tangents unîtes L^S*) se confond avec 

F 32 = SO(3) x RP* . Jf , f , A , . 

' Citons quelques autres variétés construites à partir d éléments linéaires: 

a) La variété L P (M) dont les points sont les couples (x, t), où t est 
une droite qui appartient à l’espace tangent en * e M et qui passe par 
l'origine des coordonnées. 

b) A toute variété M de dimension n on associe une nouvelle variété E 
aux points (a*, t), où x g M et r = (&, .. Ç n ) est une base dans l’espace 
tangent en x. 

c) A une variété orientée M on associe une variété E constituée par 
des repères de même classe d'orientation. 

d) A toute variété riemannienne on associe la variété E 0 des repères 
tangents orthogonaux. 

D’autres exemples de variétés à éléments linéaires seront envisagés 
dans le chapitre 6. 

Toute application différentiable f : M -> N d’une variété M dans une 
autre variété N définit une application différentiable des variétés corres¬ 
pondantes des éléments linéaires: 

L(M) -> L(N), 

où /* est l application induite des espaces tangents que nous avons étudiée 
au § 1. 

Définissons maintenant le «fibre cotangent» L*(M) comme l’ensemble 
, c °up*es (x,p), ou p est un covecteur (ou 1-forme sur M) dans le point .y. 

des S c C onHn 0nneeS , f leS , Cx *' } introduites dans u " domaine U, définissent 
des coordonnées locales (xf, Ppi ) sur la variété où l’on a (localement) 

P = P PI dx* p . 

(*/» /T!) ^nrésTntent 13355386 de * coordonnées (*?» PpJ aux coordonnées 
\AqiPqfi) se présentent comme suit: 

«Po,)=(x2(xl . \ 


= («JW.«y, g-,,,). 

La matrice jacobienne de ces fonctions s’écrit 

U U -(§)• 


variété'orientée. 1 **** à *’ CC qui veut dire <l ue L *(M) est aussi une 
diKomoSme^ **”*'*'* SUr ,a Variété M P«met de construire le 


L(M) - L*(M) 
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qui fait passer du point (. x *, Ç a ) au point (x*, g aP (x) c?) (ce qui revient à 
descendre les indices, opération que nous avons étudiée dans la Première 
partie, § 19). 

L’expression œ = p 2 clx a est invariante par tout changement du type (1). 
Elle peut donc être assimilée à une forme différentielle sur Sa 

n 

différentielle Q = dœ = J] dp a a dx* est une 2-forme alternée non dégé- 

a= I 

nérée; elle est visiblement fermée, dQ = 0. 

Corollaire. L*(M) est une variété symplectique. 

Rappelons qu’on entend par variété symplectique un espace sur lequel 
la 2-forme alternée non dégénérée Q est fermée. 

2. Fibré normal à une sous-variété. Soit M une variété riemannienne 
à n dimensions, et g aP la métrique sur M. Soit ensuite N une sous-variété 
différentiable à k dimensions de M . Définissons le fibré normal v H (N) 
à N dans M. C’est un espace dont les points sont constitués de couples 
(x, v), où x est un point de N et v un vecteur tangent à M en x et ortho¬ 
gonal à N en x. En disant que v est orthogonal à N en x, on sous- 
entend que v est orthogonal au sous-espace tangent à N en x. On peut 
admettre que la sous-variété N est définie (localement) par un système 
d’équations non singulièresy /c+1 = 0, ..v" =0, les fonctions y k + *, .. .,/* 
appartenant au système de coordonnées locales (y 1 , ...,/*) sur M et 
(y 1 , ...,y k ) étant des coordonnées locales sur N elle-même (voir § 1). 
Alors la variété v M (N) est définie (localement) dans L{M) par un système 
d'équations 

y k+1 = 0, .. .,y = 0, *^0)^ = 0, a = l, 

Ce système est non singulier (vérifier !), donc v m (jV) est une sous-variété 
à n dimensions dans L(M). 

Exemples. 1. Soit M = R"; supposons que la sous-variété N soit 
définie globalement dans M par un système d'équations non singulières 

fi(y) = 0, ... ,f n _ k (y) = 0, y = 04, ..., y). 

Les vecteurs grad f ly ..grad f n _ k sont alors orthogonaux à TV et linéaire¬ 
ment indépendants en tout point. Ces vecteurs introduisent sur v R „(iV) 
une structure de produit direct: 

v R „(AT) « N X R"-*. 

D’une façon plus générale, si N est définie globalement dans M par un 
système d’équations non singulières 

MX) = o,.. .,/._*(*) = o. 
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les champs de vecteurs c f (.t) = gradua) = g,jjj, K, sont 

orthogonaux à N en tout point et linéairement indépendants. Tout 
vecteur normal à N en x s écrira 

v = v'c,(.y). 

Nous avons donc la correspondance (x, v) <-» (*, v 1 , ..v*), en sorte que 

v u (N) «NX R n k . 

Considérons un cas particulier important. Soit A a M une variété 
à bord définie par l’inégalité f(x) < 0; jV = dA est le bord de A. Il a la 
dimension n — I et se définit par une seule équation non singulière f(x) = 0 ; 
le fibré normal au bord se présente comme produit direct: 

v m (ôA) — dA X R. 

2. Soit M — N x N, où N est une variété de Riemann. Tout vecteur 
tangent à M se définit par un couple de vecteurs (£, t]) tangents à N. Munis¬ 
sons M de la métrique riemannienne en posant 

^(Çl> t/i), (Ç25 ^2)^ = (ClJ “H ^t/i, ffj). 

Situons N dans M comme une diagonale A = {(x, .y)} c M, où x sont 
des points de N. Les vecteurs tangents à la diagonale A sont de la forme 
(C, O■ Si un vecteur v = (£, 17 ) est orthogonal à la diagonale A, on a 

0 = <(C, 0, (f, «!)> = <f, t + r,). 

Pour que cette égalité soit valable pour C quelconque, il faut qu’il y ait 

{ = ~ n- A msi donc, tout vecteur normal à la diagonale N = A doit être 
de la forme v = (ç, — ç). 

Corollaire. v AxN (d) * L(N). 

3 Définissons l’application h du fibré normal v M (N) dans la variété M 
(application g&Kteiqnn). Soi, (a, v) un point de , Jn). FaS.nl jaMrde * 

ï(ï, y ' d3nS M dC VCCteUr Vhesse initiaI ^ 0) = v ’ Posons 

Lemme. U Jacob,en de h pour (x, v) = (x, 0 ) est non nul. 

La démonstration sera donnée pour le cas où M est l'espace R" de 
métrique euclidienne standard et N c R" une hvDersurfart- V 
parametnquement par x* = x‘(u' u"' 1 , yP er surface definie 

(x, v)e v „ n (N) aura comme coordonnées’les quantités (ii\ w »-i K°ol 

h{u\ t) = *(«) + /„(„). 
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Ses dérivées seront 


Pour t = 0 la matrice jacobienne (est évidemment non dégè¬ 
le du dt ) 

nérée. Le lemme est démontré. 

Corollaire. Soit N une variété compacte ; soit v e M (N)= {(x , v), | v| < e}. 
Alors , pour un e suffisamment petit , h est un difféomorphisme de 
v m(N) sur un voisinage U£N) de la variété N dans M. 

Démonstration. En vertu du lemme 1 l'application h est un 
difféomorphisme dans le voisinage d’un point quelconque (x> 0 ) dans 
v m (N). Choisissons un nombre fini de voisinages qui constituent le recou¬ 
vrement de l’ensemble (N, 0) dans v M (A r ). La variété N est contenue dans 
la réunion de ces voisinages avec un e-voisinage L’application est 

un difféomorphisme dans ce £-voisinage. 

Remarque. Soit U C (N) l’image de v%f(N) par le difféomorphisme décrit 
dans le corollaire. On peut alors abaisser d’un point quelconque x de 
U £ {N) une «géodésique perpendiculaire» y à la sous-variété N, cette géo- 
désique y étant localement unique. La longueur de y sera appelée distance 
du point * et de la variété N et notée p(x , AT). La fonction p(x, N) est 
une fonction différentiable du point x de £/ c (A 0 . 

Théorème 1. Soit M une hypersurface bilatère compacte dans R n 
(voir § 2). Elle se définit alors par une seule équation non singulière 

fW = 0 . 

Démonstration. Soit (p(t) une ,^4 

fonction différentiable dont on voit la ' ‘ 

courbe représentative sur la figure 12 . 6 

Construisons la fonction f(x) dans R en j 

posant - t- 1 --X — 1 - 1 - 

! ! X * t 

f, x \ = \ ± e si * £ _ 

l<p(± p(x< M)) si A -6 U t {M). 

Ici est le voisinage dans M décrit Fjg 

dans le corollaire. Le signe «+» corres¬ 
pond aux points x qui appartiennent à l’un des morceaux de R "\M, 
et le signe «—», aux points de l’autre morceau (la surface étant bilatère). 
L’équation /(a) = 0 est précisément celle de l'hypersurface M. Le théorème 
est démontré. 



CHAPITRE 2 


QUESTIONS DE JUSTIFICATION. 
RAPPEL DES ÉLÉMENTS DE THÉORIE 
DES FONCTIONS. 

APPLICATIONS DIFFÉRENTIABLES TYPIQUES 


Le présent chapitre est réservé aux justifications nécessaires pour la 
théorie des variétés différentiables. Les démonstrations des théorèmes 
que le lecteur rencontrera dans ce chapitre n’étant nullement nécessaires 
pour le développement, au cours des chapitres suivants, de la topologie 
constructive et de la géométrie des variétés, le lecteur peut se borner à 
lire les définitions et les énoncés des théorèmes sans entrer dans le détail 
des démonstrations. 

Ce deuxième chapitre est divisé en deux parties. Les matériaux exposés 
dans la première partie sont groupés autour de la partition de l’unité, 
notion utile pour la démonstration de quelques théorèmes d’existence qui 
sont d’ailleurs souvent évidents dans tel ou tel cas particulier: existence 
de la métrique riemannienne et de la connexion sur une variété; justifi¬ 
cation rigoureuse de la formule générale de Stokes; existence du pionge- 
ment différentiable d’une variété compacte dans l’espace euclidien ; approxi¬ 
mation des fonctions et applications continues par des fonctions et appli¬ 
cations différentiables ; justification du procédé de centrage pour les formes 
et les métriques dans un groupe de transformations compact. 

La deuxième partie, qui commence par le lemme de Sard, comporte 

r n t PrCC1Se dC ! Smgulantés «^Piques» des fonctions et appli- 
“ t '°. n r ; *T es fa,t f ex P° ses dans cette partie offrant un intérêt certain pour 
ïïS. r ^^“.topologiques qui seront entreprises par la suite 
lecteur ferait bien de lire attentivement tous les énoncés et définitions! 


§ 8. Partition de l’unité. Applications 

paragraphe ’ nous adoptons les notations suivantes: 
tiabïe m}' ^ f ° nCti ° nS diffé ^iables sur une variété différen- 

tion/(^ )) ’ b ° raC SUpérieUre ou <<su Prémum» des valeurs de la fonc- 

urd% n ? s T,i%ei°“; io 0 D/i(Ar) - c ’ es, ' à ' dire adh ' ren “ dc re "- 
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1. Partition de l’unité. Soit un espace euclidien R*. 

Lemme 1. Soient deux sous-ensembles disjoints A , B c R”; A est 
fermé et borné ; B est fermé; A H B = 0. Il existe alors sur R n une 
C°°-fonction cp(x) telle que cp(x) = 1 sur A et <p(x) = 0 sur B (fig. 13); 
on a en outre 0 ^ cp(x) ^ 1 partout. 




= 0 pour * > b , 

F(x) < = l pour .v < a , 

décroît de 1 à 0 pour a < x ^ b. 
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Considérons maintenant sur R" la fonction ^(x) définie par la formule 
if/ix 1 , ...,x n ) =F((x l ) i +... + (.x")*) = F ^ Jj (x / ) 2 J ■ 

Il est clair que <p(x) est une fonction différentiable sur R " et que 
’= 0 pour r- > b, 

Ÿ( x ) = i pour r* < a, 

décroît de 1 à 0 pour a < r 2 < b. 

n 

Ici r 2 = JJ (a j ) 2 (voir fig. 15). Si donc S et S' sont deux sphères concen- 
/=! 

triques dans R n et que S est extérieur à S', il existe une fonction différen¬ 
tiable i//(x) telle que i//(x) = 0 en dehors de la boule limitée par S et 
i//(x) = 1 à l’intérieur de la boule limitée par S'. 



Fig. 15. 


Revenons aux ensembles A , B (voir énoncé). Puisque A est compact, 
il existe des sphères S { (1 </ ^ m) telles que les boules ouvertes corres¬ 
pondantes D { (ôDi= S i9 la barre symbolisant l'adhérence) constituent un 

m 

recouvrement de A, en sorte que A <= u D t . Comme A fl B = 0, on est 

_ I = 1 

en droit de supposer que D t fl B = 0 pour / quelconque. 

On peut passer d une sphère quelconque Si à une sphère plus petite 
c S i9 telle que les sphères {S/} constituent comme précédemment un 

m 

recouvrement de A, en sorte que A c u D’,. 

_ i=\ 

Considérons des fonctions i//,(x) e C“(R") telles que 


• , v I 1 sur D!, 

4>i(x) = J 

[0 en dehors de Z) f . 

Posons <P(x) = I JJ (1 — ÿi(x)). Il est clair que <p(x)eC°°( R”) et 
/=! 

<p(x) = i sur A , <p(„r) = 0 sur B. Le lemme est démontré. 





Lemme 2. Soit C un compact d'une variété différentiable M: soit 
C czV, où V est un ouvert dans M. Il existe alors une fonction <p(x) e C œ (M) 
telle que 0 ^ (p(x) < 1 sur M , (p{x) = 1 sur C et <p(x) = 0 en dehors de V. 

Nous avons déjà démontré ce lemme pour le cas particulier où M = R" 
(voir lemme 1). Passons au cas général. Soit (U a9 (p a ) une carte locale sur M , 
(p a : U a -* R”- Soit S a c U a un compact dans U a . Considérons l’ensemble 
(pl(U a ) c R"; c’est un ouvert dans R". 

En vertu du lemme 1, il existe sur <p a (U a ) une fonction f a (x) telle que 
f a (x) = 1 sur <p a (S a ) et que supp/ a (x) c (p a {U a ), c’est-à-dire que/«(£/.) = 0 
en dehors de (p a (U a ). Considérons sur M une fonction F Œ (F) telle que 

/r(/>) = P° ur p e u *> 

{ 0 pour P $ U 2 . 

Il est clair que F* e que F* = 1 sur S a et que F a = 0 en dehors 

de U a . Revenons maintenant au compact C. On a C c F, où V est un 
ouvert. Puisque C est un compact, il existe des voisinages ouverts U l9 ... 
£/ w munis de coordonnées et des compacts S l9 .. S„ tels que C <= 

N N 

<= U s a9 U a => 5 a , u u a <= V. Il existe, pour les mêmes raisons que 
précédemment, pour chaque U a une fonction F a e C°°(M) telle^que F a = 1 
sur S et F = 0 en dehors de U a . Soit la fonction F = 1 - ü (1 ” Fa); 

a i=i 

on a F = 1 sur C et F = 0 en dehors de U U a . En particulier, on a 

a 

F = 0 en dehors de V. Le lemme est démontré. 

Théorème 1 (existence de la «partition de 1 unité»). Soit M une 
variété différentiable compacte ; soit {U.} un recouvrement fini quelconque 
de M par des domaines de coordonnées (par exemple par des boules om ertes ). 
Il existe alors des fonctions (p„(x) e C°°(M) telles que. 

1) supp <p x c U a pour <x quelconque . 

2) 1 > (pfx) > 0 pour tout xeM; 

3 ) YiVfx) = 1 pour tout xeM. 

Démonstration. Considérons le système {U t } pour ] N. 

On reconstitue, à partir de {t/.}, un système «plus peton* ^ 

{y,}, 1 ^ a ^ N, qui constitue comme précédemment un recouvrement 

^ Considérons des couples (U.. V.). Il existe, “ '^p 2 ' 

des fonctions tfx) e C°°(M) telles que 0 < ^ 1 sur - sur V « 

et = 0 en dehors de U a . Posons ÿ(x) = % *&); on a évidemment 

€ C°°(M) et Mx) > 0 pour tout xeM. Posons ensuite 
Il est clair que les fonctions », vériüen» les eondtttons du theoretne. Le 
théorème est démontré. 
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On dit que {<p a (x)} est partition de l'unité subordonnée au recouvre¬ 
ment {U a }. 

Remarque. Il n'est pas nécessaire que M soit une variété compacte. 
On voit en effet que la démonstration de l’existence d’une partition de l’unité 
est parfaitement applicable aux variétés qui admettent des recouvrements 
dits «localement finis» (ce qui veut dire que le voisinage d’un point quel¬ 
conque ne rencontre qu’un nombre fini de domaines du recouvrement). 
Rappelons qu’un espace topologique séparé est appelé paracompact si 
son recouvrement ouvert quelconque admet toujours un recouvrement 
ouvert localement fini plus fin. Notre démonstration de l’existence d’une 
partition de l’unité reste donc valable pour toute variété ouverte qui est 
un espace séparé paracompact. 

2. Quelques exemples de partition de Limité. Intégration sur une variété 
et formule de Stokes. Le théorème d’existence de la partition de l’unité 
sur une variété donne lieu à quelques corollaires fort utiles. Supposons, 
pour plus de simplicité, que la variété soit compacte. 

Corollaire 1. Toute variété compacte donne lieu à une métrique rieman - 
nienne. 

D é mon s t r a t i o n. Soit un recouvrement ouvert { U a }, 1 ^ oc < N, 
de la variété M par des boules U a munies de coordonnées locales (x£). Intro¬ 
duisons, en coordonnées (*£, ..., *;), une métrique quelconque, par exem- 
Pl e gai = ô ab . Il s’agit de «recoller» toutes les métriques gÿj} construites 
sur les boules U a . Posons par définition 

AT 

gab = £ gSÉ(x)ÿJ(x) 9 

<z=l 


oii {*«} est une partition de l’unité subordonnée au recouvrement {U}. 
IJ est évident que g est différentiable. Puisque i// a (x) > 0 pour * quelcon¬ 
que et que I espace des métriques riemanniennes est un cône saillant (c’est-à- 
ire que si g ly g 2 sont deux métriques riemanniennes et c, d deux nombres 
positifs alors cg, + dg 2 est une métrique riemannienne), la métrique g ab 
ainsi definie est bien une métrique riemannienne. 

Corollaire 2. Toute variété compacte dorme lieu à une connexion 
riemannienne. 

C est une suite immédiate du corollaire 1 . 

de IZT pro ÿ dé 1 a f n alogue, on définit l’intégrale d’une forme extérieure co 
e degre n = dim M etendue à la variété M. Sur chaque carte isolée U 
raun| e de cordonnées locales «. .. .,4 la forme deïgré n s’écrk 

co {n) (x) = a ,2 . „(x)dx\ A ... a dxî , 
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l’intégrale de «,« sur le domaine U. se définit de la façon habituelle: 

i ^ = i® 1 *— ■^ Jf « A ■ • • A dxl 

v* U, 


Pour obtenir l’intégrale totale J w oo on dojt <<recolIer>) toutes Jcg intégra]es 


Lw (n) ensemble. Soit par définition 


^ <n) = I <a (n \x) = £ U.ü)W(x) 

M n M n “ “ = 1 


(rappelons que i// a (x) = 0 en dehors de U,). Ici {if/,} est une partition 
de l’unité. 

Considérons encore quelques exemples d’utilisation de la partition 
de l’unité. 

Proposons-nous de donner une démonstration rigoureuse de la formule 
générale de Stokes. 

Soit D c R" un domaine borné à bord différentiable dD. Supposons 
que D soit défini par l’inégalité /(x 1 , ...,*") > 0, grad/[ az > ^ 0, où 
x 1 , . ..,x" sont des coordonnées euclidiennes dans R". De cette façon 
K n_1 = dD est une hypersurface différentiable dans R". Si R" est muni 
d’une orientation, l’ordre des coordonnées x 1 , .. x n est fixé à une permu¬ 
tation paire près. Cela équivaut à fixer l'ordre des vecteurs du repère (e l9 ... 

..., e n ) qui admet des déplacements différentiables dans R". Soit n(P) 
(pour P e dD ) une normale extérieure à dD. Le voisinage d’un point quel¬ 
conque P de dD peut être muni de coordonnées locales différentiables 
y 1 , .. ..y 1 - 1 qui définissent l'orientation de dD ; rappelons que cette orien¬ 
tation est dite compatible avec celle de D chaque fois que le repère 

(—> ....——, rtfP)) se laisse déduire de (e l9 . ..,e„) par une trans¬ 
it dyP -1 ) 

formation linéaire de déterminant positif. 


Théorème 2. Soit co une forme différentielle extérieure de degré 
(a — 1) sur D. On a alors 



où i: dD-* D est un plongement , i*(co) la restriction de la forme co à dD 
(voir la définition dans le §22 de la Première partie); Vorientation de dD 
est compatible avec celle de D . 
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Remarque. L’ordre des coordonnées a 1 , . ■., x" et y 1 , ...,y n ~ 1 défini 
par l’orientation est essentiel pour le calcul des intégrales des formes. 

Démonstration. Considérons un recouvrement fini du domaine 
D par des boules l/., 1 < a ^ N, d’un rayon suffisamment petit. Fixons 
des applications A.: B" -*• R"; h„(B n ) = U a , où B" est une boule standard 
dans R" et l'application /i. traduit simplement l'introduction des coordonnées 
locales dans U„. Soient a 1 , ..., a" des coordonnées fixes dans B”. 

En vertu du théorème des fonctions implicites, on peut se représenter 
le recouvrement {£/.} de deux façons: soit comme dD n U a = 0, soit 
comme dD 0 I/. # 0. où l'intersection dD n U„ se définit par l’équation 
x" = 0, (a 1 ,-a") étant les coordonnées locales dans U a . 

Soit {ç>.(a)} une partition de l’unité subordonnée au recouvrement {C/J, 
si bien qu’on a 

1 ) supp(<p.) cz U„ pour a quelconque; 

2) <P*(x) > 0 pour tout as u C/.; 

a 

3) £ <p,(a) = 1 pour tout a e u U,. 


Il vient alors 


ÿ*(«) = Ç [i*(<p a a>), 

dD * dD 

J*» = Ç ^((p a (o). 


Il suffit donc de montrer que pour un a arbitraire tel que 1 ^ a ^ 
(jV étant le nombre des domaines du recouvrement), on a l’égalité 




A<PM- 


Comme supp (</>.}|c C/., on a supp (<p a co) <= C/.. Soient aJ, ..., x; des 
coordonnées locales dans U a ; écrivons à l’aide de ces coordonnées 

q> x ù) = co. = £ (- \) k ~ l a k (x)dx l tt a ... a dx k a ... a dx* 

At=l * 

a k (x) e C°°(D). D’où 

Considérons l un après l'autre chacun des deux cas indiqués. 


U*-_ 

Premier cas. dD n U„ = ex rin „ i f 

* 0 ‘ ° n 2 a,Ors y* ( ^) = 0 , car „ aS0 

sur dD. Puisque dD f| U„ ~ oi nn „ „ -, ,° r D 

• W-ona soit C/. c D, soit U <= R»\n *■ 

U a <= R n \D, on a W(ç>. w ) = o et la Sl 

J ' “ la formule * Stokes est démontrée. 

Parconrre,si 0. = A il s'agit de montre, que^, 

V„ 

ïsrssï sr r îm *=»• » 

de P (rappelons qu'on a supp (a,} = B’). Soit ’ O""“l “« Jt 

t q “ e C " = ^ 13 “ « le ^ LtŸ’ 




âxl A... A dx;= £( 

*=1 J 

c" 

S S'-r(K 


a ... A dx? = 


^ Jxïjdxi A ... A d£ A ... A dx;. 


On a ensuite 


C—1 _•> « 


/N, 

... a drj a ... a dx£ = 

{ a k (xi , .... a* -1 , R, a* +1 , ..., a;) - 


C n-i 

~ û*(Ai, ...,AA* +1 . XÏ)}dxlA ... A dtf A ... A dx\ = 0, 

car **(•*!, ..± R, ..*;) = 0. Le premier cas est démontré. 

Deuxième cas. dD n U a # 0. U s’agit de montrer que ^ = 


— ^/(<p a co). IJ suffit de montrer, à cet effet, que ^ 

D ODriUg u a 


Trans- 
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crivons la forme eu* = à 1 aide des coordonnées x£, ..., a'JJ : 


£ (- l) fc -V**i A 

k=l 


... A dx£ A ... A dx”. 


Il vient 


»*(<SJ = (- 1 r~'a„i*(dxl a ... a dx'- 1 ). 


^i*(tô a ) = ^(— 1)" k a n dx J 


a ... a dx'~ l = 


0J5 OO 


= y [^L d x k 
*?.)<** “ 


A ... A t/xj. 


Intégrons, comme dans le cas précédent, suivant la boule B ", en supposant 
que les fonctions a k sont définies sur R" tout entier et sont nulles à l’exté¬ 
rieur de B m . On a alors 




= a...a^, 

fc=i J ox2 
c n 


A(x) = 


11 si > 0, 
\0 si jc£ < 0 . 


On a ensuite 




R 

= ^ ^ j dx\ A ... Adxi A ... A dx' = 0 

C "- 1 —R * 

si /c#n, car ..., R, ..., - a k (*J, ..., - R, ..., = 0. Il 

n en est pas de même pour k = n : 


... A «J*-(-!)!-. $ (C^*!)*4 

C ” C "- 1 -R 

R 

Ensuite V A —j ÆcJ = a n j (la fonction A(x) n’étant pas c< 
J 0X2 1 dD 


A ... A dxZ 1 . 


pas continue sur dZ>). 



b 

La dernière formule résulte immédiatement de ^ df(x) =f(b) -f(a). On a 

donc comme demandé 

^Û>«= l (- A ... A dx",' 1 . 

B n C "- 1 

Le deuxième cas est démontré, ce qui achève la démonstration du théorème. 
(Dans cette démonstration C” -1 est partout un cube de dimension n — 1.) 

Remarque. Nous avons profité du fait que l’orientation de D est 
«compatible» avec celle de dD: on sous-entend en effet que b > as n 

b 

utilisant la formule ^ df(x) = f(b) — f{a), ce qui détermine le choix du 

a 

sens de la normale extérieure n(p) à ôD\ en inversant le sens de la normale, 
l’intégrale changerait de signe. Lorsque x*, ..., xJ -1 sont des coordonnées 
fixes, la fonction a n {k) présente l’allure montrée sur la figure 16. 



dU a dD n(P) 


Fig. 16. 

Exercice. Démontrer la formule de Stokes pour des variétés compactes 
à bord: 



M dM 


Ici cM est le bord de la variété M; l’orientation de dM est compatible 
avec celle de M (voir § 1, n° 3). 

3. Métriques invariantes. L’existence de la partition de l’unité permet 
de démontrer l’existence (sur les variétés) des métriques riemanniennes 
invariantes par l’action des groupes de transformations compacts. 

Considérons d’abord un groupe fini G opérant sur une variété diffé¬ 
rentiable, fermée, compacte et connexe M. 

Théorème 3. Il existe sur M une métrique riemannienne invariante 

par raction de G. ... „ . 

Démonstration. On vient de voir qu’il existe sur M une métrique 
riemannienne g ab (x). La métrique invariante cherchée sera construite à 
partir de g fl6 (x) par centrage dans le groupe G. Désignons par < , ) x ,a 
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multiplication scalaire dans T x engendrée par la métrique g ub (x). Soit A r 
l'ordre de G. Munissons M d'une nouvelle opération de multiplication 
scalaire, (, ) x (donc d’une nouvelle métrique riemannienne) en faisant le 
centrage dans le groupe: 

(a, b) x =±V <g(a), gm g(x) , 

N g£G 

où a, b g T x . Il est évident que cette formule définit un produit scalaire 
tel qu'on a (g(a), g(b)) gix) = (û, b) x pour tout xe M, a,beT x , g g G, 
ce qui signifie que l’opération (, ) x définit une métrique riemannienne 
invariante par l'action du groupe G. Le théorème est démontré. 

On construit par analogie des métriques riemanniennes qui sont inva¬ 
riantes par l’action des groupes de Lie continus. Voyons cette question 
plus en détail. 

Soit G un groupe de Lie compact et connexe; introduisons des coor¬ 
données locales t = (f 1 , .. t m ) dans le voisinage du point unité de G. 
Ces coordonnées engendrent (par translation à droite par exemple) des 
coordonnées locales dans le voisinage d’un point quelconque «eG. Puisque 
la multiplication sur G est une opération différentiable, le système de voisi¬ 
nages obtenu constitue un atlas (système de voisinages de coordonnées 
ou cartes) sur le groupe G; on peut admettre donc que les coordonnées 
(t 1 , .. ., r m ) s'étendent (par translations à droite) à la totalité des points 
de G. 

Lemme 3. Si G est un groupe de Lie , il existe un élément de volume 
sur G qui est invariant par translations à droite et qui admet la décompo¬ 
sition 

dp{x) = Qdt 1 a ... a dt n \ 

où j ce G, Q est une constante et t 1 , ..., t m sont les coordonnées locales 
étendues au voisinage de x par translation à droite des coordonnées intro¬ 
duites dans le voisinage du point unité. 

Remarque. On dit parfois qu’une telle forme différentielle sur G in¬ 
troduit la «mesure invariante à droite» sur le groupe G. 

Démonstration. On peut définir la forme de volume en 1 e G 
au moyen du déterminant ordinaire. En effectuant des translations à droite, 
on étend cette forme au groupe G tout entier. L’unicité de la forme (à un 
facteur constant près) résulte du fait qu’un tenseur alterné de rang m est 
toujours défini univoquement (à un facteur constant près) dans un espace 
linéaire jw-dimensionnel 7\((7). Le lemme est démontré. 

La propriété d'invariance à droite de la mesure dp(a) est généralement 
exprimée au moyen de la notation 

dfi(gg 0 ) = dn(g) 

(le changement des variables étant équivalent à la multiplication par le 
jacobien du changement). Quelquefois cette propriété est exprimée au 
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moyen d’intégrales: 


G G 

oùf(g) est une fonction arbitraire sur G pour laquelle cette intégrale existe. 

La mesure invariante à gauche sur G se construit d’une façon analogue. 
Soit maintenant G un groupe de Lie compact qui opère différentiable- 
ment sur la variété différentiable M. 

THÉORÈME 4. Il existe sur M une métrique riemannienne invariante 
par G. 

Remarque. Si G opère non transitivement sur M, il y a en général plus 
d’une métrique invariante sur M. 


\f(ggo)dp(g) = if(g)dp(g\ 


Démonstration. La recherche de la métrique indiquée sera 
calquée sur la procédure de centrage suivant faction d'un groupe fini G 
(voir ci-dessus). Soit g ab (x) une métrique riemannienne quelconque sur M ; 
soit (,) x le produit scalaire qu'elle introduit dans T x . Proposons-nous de 
munir M d’un nouveau produit scalaire (,) x dans T x (donc d'une nouvelle 
métrique riemannienne) en posant par définition 

(a, b) x = —î— \<g(o), g(b)> s <xMg)> 

H(G) J 

G 

où x e M; a, b e T x \ dfi(g) est la mesure invariante à droite sur G;geG; 
p(G) est le volume sur G. Il est clair que 


(go(a), g 0 (b)) gc(x} = -] X — t (ggo(a), ggoi^axMggo) 

niG) J 

G 

= J— f (g'(a). g'(b)) g -i,MO= 

MO J 


c’est-à-dire que la nouvelle métrique est 
M. Le théorème est démontré. 


invariante par faction de G sur 


§ 9. Réalisation de variétés compactes 

sons forme de surfaces dans R 

. , - mm d e dimensions n , p 

Considérons deux variétés différentiaes^ ’ djfférentia bi e f: M 
respectivement. Rappelons qu’une &PP Tx -* r /( *) est e S al1 *} ” 

est une immersion si le rang de 1 appücat^ 0 ® îj cat j on jjnéaire gf\ x des 
Pour * quelconque. On constate donc que vv 


so 
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espaces tangents est un plongement pour tout x^ il en ressort en par¬ 
ticulier que p ^ n. Il découle du théorème sur les fonctions implicites qu'une 
pareille application / est (localement) un difféomorphisme entre un voi¬ 
sinage U(x) de M et son image f(U(x)) dans N, sans être nécessaire¬ 
ment biunivoque au sens global. 

Mous disons que l'immersion /: A/-► N est un plongement si / est 
biunivoque (c’est-à-dire si f établit une correspondance biunivoque entre 
M et /(M)). 

Théorème. Toute variété différentiable compacte admet un plongement 
différentiable dans R A pour un N suffisamment élevé. 

Démonstration. Choisissons une fois pour toutes un recouvre¬ 
ment fini {C/J de M par des voisinages dont chacun est difféomorphe à 
R” (on a n = dim M). Construisons pour chaque a une application <p f : M 
-> S n a R" +1 qui applique C/ f sur le complémentaire d’un point dans 
S n et réduit M — t/, à ce point. Cette application peut évidemment être 
différentiable et admettre une différentielle non dégénérée en tout point 
de Ui. Les </>,• constituent ensemble une application <p : M-+R N , où 
N = (/? -f 1 )£ et k est le nombre des voisinages élémentaires qui consti¬ 
tuent le recouvrement: 

<p(x) = (cpfx), ...,(p k (x)). 

Cette application est un plongement. En effet, la différentielle d x <p est mo¬ 
nomorphe, car déjà la différentielle d x (p t est monomorphe si * e U,; on a 
de plus (p(x) ï (p(y) pour * # y, car on a déjà cpfx) ^ cp^y) si x e U. 
Le théorème est démontré. 


La dimension de l’espace euclidien ambiant peut être majorée par 
+ 1-H y a plus, toute application M —> R ! " +1 admet une représentation 
approchée par un plongement différentiable (voir le § suivant) Ce fait 
est intuitivement évident pour n = 1 . 


§ 10. Propriétés des applications différentiables 
des variétés 

R X éS€n * ti ° D a PP rochée des applications continues par des appli- 

TT„, Ï u ■ Montrons d ’ abord les applications continues 

î” a P prochees au m °yen d’applications différentiables. Pour 
f M ^ N où C £f°T'v ^ n a ° nS ■ considérer des applications continues 

sam bord ' EteSiÜ dCS Vanet< : S Compactes différentiables connexes 

sans bord. De telles variétés peuvent être assimilées à des variétés rieman- 

ÏÏSSr l t VU danS le P aragraphe Précédent); en parSer on^t 
considérer M zi N comme des espaces métriques F 

Sür * °" in,^0d,,i, llOTS '* 
Pif, g) = maxp(/(x), *(*)). 

x G A/ 



Les applications continues M -* N forment donc un espace métrique si 
Af, N sont des compacts. 

’ Nous utiliserons maintenant, sans le démontrer, un fait connu du cours 
d’Analyse. 

Proposition. Soit f(x\ ..., xf 1 ) une fonction continue sur un ouvert 
U c R n . Alors , étant donné un ouvert V cz U tel que V cz (/, il existe pour 
tout e > 0 une fonction g(x\ .. ., *") telle que 

1) la fonction g(x\ est différentiable sur V; 

2 ) g\u\v —f\u\vl 

3 ) max \f(x) - g(x)\^e; 

xev 

4) la fonction g(x l , ...,a w ) est différentiable dans tous les points où 
Vest la fonction f(x\ ..., x n ). 

Par la suite nous aurons besoin du théorème suivant sur les approxi¬ 
mations. 

Théorème 1. Toute application continue f: M-+N admet une appro¬ 
ximation aussi bonne que l'on veut par des applications différentiables. 
Plus exactement , il existe pour tout e > 0 une application différentiable 
g: M N telle que p(f g) < e. 

Démonstration. Soit U cz N un ouvert homéomorphe à 
Fc R” (dim N = n); soit cp: U ^ V cet homéomorphisme (on peut 
choisir comme t/, par exemple, un voisinage de coordonnées quelconque 
de N , et comme <p , l’application de coordonnées correspondante). Soit 
5 c 5 c W aW cz KcR". Posons W" = < p~ l (\V ); S" = 

V' =f-\U); W' S' = /"'(S") (voir fig. 17). Puisque S" cz 

cz W"œW"cz U, il existe un r\ positif et inférieur à e tel que p(W", N\U)> 
> q > 0, p(S" 9 N\W ") > rj > 0. En vertu de la proposition énoncée ci- 
dessus, il existe une application continue g : V' -* R" qui, tout en étant di¬ 
fférentiable sur S' et dans tous les points où / est différentiable, possède 
la oropriété suivante: 

= (<P °f) lr\w" et p(f cp~ l ° g)^*l<£- 



Fig. 17. 

On a alors (r'o g)V’ a U. On obtient donc une application g'= 
- (p-i c * : v 7 -» ü qui est différentiable sur 5' cz M . On peut admettre 
d’autre part (voir plus haut) que gVvr = /Ik'\h^s cc signifie qu il est 
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possible de prolonger g' à M tout entière en posant/ g sur M~\H et 
g — g' sur y. On construit de la sorte l'application continue g: M -» N, 
différentiable sur S' et dans tous les points où/est différentiable, telle que 
fi( f, g) < «• En construisant un recouvrement de M par des ouverts ho- 
méômorphes aux domaines de M et en répétant la procédure décrite autant 
de fois qu'il sera nécessaire, nous achèverons la démonstration du théorème. 

Remarque 1. La démonstration fait voir le caractère local de l'ap¬ 
proximation: on obtient en fait des approximations successives de / par 
des applications différentiables sur les cartes de M. Si donc / était diffé¬ 
rentiable sur un ouvert U c M, on peut admettre que f = g pour tout 
fermé V <=. U. 

Remarque 2. Il sera montré par la suite que deux applications conti¬ 
nues J, g: M -* N (où M , N sont deux variétés fermées connexes diffé¬ 
rentiables) sont homotopes chaque fois que leur distance p(f, g) est infé¬ 
rieure à un certain e 0 > 0 . 

Dans le théorème que l’on vient de démontrer, on peut admettre en 
particulier que l'approximation g (application différentiable) de /est homo- 
tope à / (la définition de l’homotopie sera donnée un peu plus tard). 

2. Lemme de Sard. Considérons une application différentiable/: M-*N. 
Soit C = C(f) <= M l’ensemble des points x e M pour lesquels la différen¬ 
tielle df x :T x -*T /(x) a un rang inférieur à n — dim N. Nous dirons que 
C <= M est P ensemble des points critiques de / et /(C) Y ensemble des valeurs 
critiques de f. 

Rappelons la définition d’un ensemble de mesure nulle. On dit qu’un 
ensemble icR" est de mesure (n-dimensionnelle) nulle si, pour tout 
e > 0, l'ensemble B admet un recouvrement constitué d’un nombre dénom¬ 
brable de cubes n-dimensionnels tels que leur volume global soit infé¬ 
rieur à e. Du cours d’Analyse, on sait que le complémentaire R n \B est 
un ensemble partout dense dans R". Cette définition reste vraie pour les 
sous-ensembles de variétés «-dimensionnelles : on dit que B cz N est un 
ensemble de mesure nulle si, pour toute application de coordonnées q> : U -* 

—• R " où u est un ouvert de N, l’image q>(U fl B) est de mesure nulle 
dans R". 

Théorème 2 (lemme de Sard). Soit /: M —► N une application diffé¬ 
rentiable (de classe C 00 ) d une variété différentiable M dans une autre variété 
différentiable N. L'ensemble des valeurs critiques /(C) est alors de mesure 
nulle dans N. 

Démonstration. 11 suffit évidemment de démontrer la propo¬ 
sition équivalente: soit /: U -* R" une application différentiable, où U 
est un ouvert dans R m ; alors /(C) est un ensemble de mesure nulle. On 
raisonne par récurrence sur la dimension m. Pour m = 0 et n =■■ 0 le théo¬ 
rème est trivial; nous poserons donc m, n> 1. 
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Désignons par C, l'ensemble des points x de U tels que toutes 
les dérivées partielles d’ordre de / s'annulent en x; on obtient 
ainsi une suite décroissante de fermés C=>Cj=>C 2 ... 

LEMME 1. L'ensemble f(C\C 1 ) est de mesure nulle. 

Démonstration. Prenons «^2; en effet, pour n = 1 on a 
C = Cf La démonstration sera basée sur un cas particulier du théorème 
de Fubini (voir un cours d’Analyse): l’ensemble A c R" = R'xR "* 1 
est de mesure n-dimensionnelle nulle si son intersection avec chaque hyper- 
plan ÿXR " -1 (pour q e R 1 ) est un ensemble de mesure (n — l)-dimension- 
nelle nulle. 

Soit x' e C\Cf Choisissons un voisinage ouvert KcR* tel que 
f(V fl C) soit un ensemble de mesure nulle. Puisque C\C, admet un 
recouvrement constitué d’un nombre dénombrable de tels voisinages, 
on conçoit que la différence C\C, est elle-même un ensemble de mesure 

nU 'Comme x' 4 C u il existe au moins une dérivée partielle, par exemple 
d/i ^ non nu He en x'. Soit une application h: U -* R m telle que h(x) = 

^yl I y 

_ ( fl Y v y x ). Puisque l’application dh x est de rang g = m, 1 ap- 
plication h est'le dîfféomorphisme d’un voisinage ouvert V = V(x') <= U 
de x' sur un voisinage ouvert V de h(x'). Considérons 1 application com- 
lîJL . _ foh-'- V' - R". L’ensemble C' des points critiques de g se 
confond ^vec h{V n C), ce qui signifie que g(C')=/(F n C) est l’en¬ 
semble des valeurs critiques de g (hg- le). 

C r' ^ 



Fig. 18- 


. . y i de V admet comme image par g un point 

Chaque point ( t , x 2 , • • y j „ v nsu j t que g applique les hyper- 

g(r, x* xJ de iWan ^ ^àilleurfse ,passer du difféo- 

plans de V dans ceux de R . (Un Pourr f ypersur f aces curvilignes.) 
morphisme h et opérer g»; (fxR" -1 ) H 

Considérons une famille d PP j int crit i que de g' si et seu- 

n V -> txR’- 1 . Alors a e'xR_ _ Vr 
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Le raisonnement par récurrence implique que l’ensemble des valeurs cri¬ 
tiques de* g' est de mesure nuUe dans tx R-*. L’intersection g(C) n (tx 
est donc un ensemble de mesure nulle pour t quelconque, il res¬ 
sort alors du théorème de Fubini que g(C') est un ensemble de mesure 
nulle, ce qu’il fallait démontrer. 

Lemme 2. L'ensemble C,\C i+1 est de mesure nulle pour i> 1. 
Démonstration. Le raisonnement sera en partie analogue à 
celui du lemme 1. Soit un point x' e C,\C i+1 tel que toutes les denvees 
partielles des fonctions de coordonnées d’une application / d ordre 
s’annulent en x' et qu’il existe une famille d’indices r; s lt s 2 , .. .^Sç+i telle 

aue - ÎLlÙ. -# 0 en x'. Désignons par W la fonction j- -V— . 

M dx Sl ... dx, (+i ox H ... ox, i+i 

On a alors 


W(x‘) = 0; 


™ * 0 . 


On peut prendre s x = 1. Soit une application h: U -> R m telle que h(x) — 
= ( W(x\ x 2 , .. x n ). Alors h est le difféomorphisme d’un voisinage ouvert 
y de a' sur un ouvert V ' c R m . Considérons l’image de 1 ensemble C f fl V 
par h. Puisque la coordonnée lV(x) est une dérivée Même, l’ensemble 
MC i n V) des points où toutes les dérivées Mêmes s'annulent est contenu 
dans l’hyperplan W(x) = 0 . Ainsi donc, h applique C ( n ^ dans OxR " 1 ” 1 
Considérons comme précédemment l’application composée g =f° h~ l : 
V R" et sa restriction g'itOxR'"” 1 ) fi V[ -> R". Le raisonnement par 
récurrence entraîne que l’ensemble des valeurs critiques de g' est de me¬ 
sure nulle. Ensuite, chaque point de l’ensemble /i(C f 0 V) est un point 
•critique de g r , car toutes les dérivées d’ordre < / s’annulent en ces points (en 
particulier, le rang de / est inférieur à n). Ainsi donc, g' o /j(C, fl V) = 
= /(Ci H V) est un ensemble de mesure nulle dans R n . En construisant un 
recouvrement de C t \C, +l par un nombre dénombrable de voisinages V 
de la nature indiquée, on achève la démonstration du lemme. 


Remarquons que dans le lemme 1 l’ensemble C ne pouvait pas en géné¬ 
ral être contenu dans l’hyperplan 0 xR m “\ car, étant défini comme un 
ensemble où le rang de/est inférieur à n, il ne permettait de définir aucun 
hyperplan. 


Lemme 3. L'ensemble f(C k ) est de mesure nulle pour un k suffisamment 
grand. 

Démonstration. Construisons un recouvrement de C k par un 
nombre dénombrable de cubes d’arête S suffisamment petite. Choisissons 
un cube I m <z U et montrons que l’ensemble /(C* n I m ) est de mesure 
nulle. Il ressort de la définition de C k et de la formule de Taylor que /(a + 
+ h)=f(x) + R(x,h), où || R(x, A)||<a-||*|| k+1 ; xeC k ,x + hsI m . La 


A 
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te « ne dépend que de / et de l m . Divisons l m par le nombre r" des 
constafl ^ Désignons par l l le cube partiel qui contient le point 
cubes £k a q ue point de I x peut être mis sous la forme x + li, avec \\h\\ ^ 

' ($i r ) L’ensemble JUi) est contenu alors dans un cube d’arête 

, de centre en /(x), où a = 2a(lM‘ +1 - L’ensemble/(C, n /"’) appar- 
ce cas à la réunion des r m cubes partiels dont le volume total 
‘ÏÏt oas supérieur à r^a^f = Si fe + 1 > min, ce vo- 

? L tend vers 0 pour r - co. Le lemme est démontré 
U Les lemmes 1, 2 et 3 nous ramènent au lemme de Sard. 

roROLLMRE 1. L'ensemble N\f(C) (où f: M - N est une application 
différentiable et C, Vensemble des points critiques) est partout dense dans N. 


r'nocw t aire 0 Si f:M-+N est une application différentiable et 

àimM < dim N, f ensemble f(M) est de mesure nulle dans N. En particulier, 

Vimage de f(M) ne correspond pas à N tout entier. 

pouÏÏ^ suTieplongement et l’immer¬ 

sion de variétés différentiables. 


Définition 1. Nous disons ^ e J e /°‘“e n est^paf un point critique, 
de l’application différentiable /. Af _ dim N. Nous 

c’est-à-dire si le rang de l’applicationjk j* gj de rapplicati on diffé- 
disons que le point g e N est une la récip f oque s sont des points regu- 
rentiable/: M -*• N si toutes ses g ^ ^ est auss i une valeur 

’SS " ïtTu« C vïï.Û“iu»ede'rappUca.ion/,ondU, U e / es 

liers n’est autre que l’ensemblede p mble des valeurs reguheres 

de même, le complémentaire dans N dei 

est identique à l’ensemble des v anolication différentiable et ye N 

Rappelons que si f. «ren.iable dans M 

une valeur régulière, alors/ (y) . implicites). 

(cela résulte du théorème sur les fon on qu - on dédu it sans peine 

Nous aurons souvent besoin d une prop 
du lemme de Sard. 


Corollaire. V ensemble de , gj jf ff * 
lesauelles veN est une valeur reguliere 

toutes les applications ^ montrer qu ’il existe une ^^ 10 ^ 

tion^M^NauÜiS»dtvaleurs régulas de 

Inapplication }:M IVS^artout dense dans N, c est- - ire qu 
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voisinage ouvert quelconque U <=■ N du point y il existe toujours une 
valeur régulière ÿ de/. Supposons que U soitdifféomorphe à un disque 
D"; considérons une application de coordonnées (p: U -» D" et posons 
z = <p(y), z' = </>(/). Il existe alors un difféomorphisme h: D n -* D n qui 
devient identité dans le voisinage du bord de D" et tel que /i(z') = z et 
\h(t) — 1 1 < e = p (z, :') pour / e D". Construisons ensuite le difféomor¬ 
phisme correspondant h': N -> jV et posons g = h' °/; il est évident que 
est une valeur régulière pour g. 

Au fait, nous aurons besoin, dans le texte qui suit, d’une proposition un 
peu plus forte que le corollaire précédent. Plus exactement, nous supposons 
qu’il est possible de choisir le difféomorphisme /t': N —y N décrit ci-dessus 
de telle sorte que l’application composée g = h' °/ soit proche de / non 
seulement de façon à vérifier p(f, g) = max \f(x) — g(x) | < e, mais aussi 
avec toutes ses dérivées premières. Nous laissons au lecteur le soin de dé¬ 
montrer, à titre d’exercice, l’existence d’un pareil difféomorphisme. 

3. Régularité transversale. C’est une propriété fort importante, appelée 
aussi t-régu/arité, que nous introduisons dans ce n°. 

Définition 2. Soit P c N une sous-variété différentiable de codimen¬ 
sion k (égale par définition à dim N — dim P) d’une variété différentiable 
N; soit/: M -* N une application différentiable. Nous disons que l’appli¬ 
cation / est transversalement régulière en tout point de P si l’application 



Fig. 19. 


C jf ( T \ eSt de ran ® k- En d’autres termes, les sous-espaces 

ùt res P ace tangent T Jb ji tout entier; on dit alors 

que 1 image /(A/) est transversale à P en f(x) (fig. 19). 

récinrnm!l S / U -"^ r0P i été importante des applications /-régulières: l’image 

codfmeïsinn II/ f T sou ?* vanété différentiable dans M de même 
codmension k donc de dimension -n+(m + p), où n = dim N, 

•ifi de «-»■“ •»* o» 

Théorème 3. Soient M,Nz>P deux variétés différentiables Alor f 
/ «M* dn applications g: M -> N qu i sont t-réguliè'esen tout poZ 
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de P est P artout dense dans iespace de toutes les applications différentia¬ 
bles J'- M -+ N \ autrement dit , il existe dans un voisinage quelconque de toute 
application différentiable une application qui est t-régulière en tout point de P. 

Démonstration. Soit une application /: M -► N\ on demande 
de montrer qu’il existe une application g qui est /-régulière en tout point 
de P tout en étant aussi proche de / que Ton veut. 

Nous commencerons par démontrer une proposition qui résulte immé¬ 
diatement de la définition de la régularité transversale. Soient une appli¬ 
cation différentiable /: M -♦ N et un point xe M\ soient ensuite U un voi¬ 
sinage ouvert de x dans M et V un voisinage ouvert du point f(x) dans N. 
Supposons que l’application /: U -► V soit /-régulière en tout point de 
p cz N (pour P fl F c K); cette propriété reste vraie pour toute appli¬ 
cation différentiable suffisamment proche de / avec toutes ses dérivées 

premières. t f , , . 

Il s'ensuit qu’on peut se borner à démontrer le theoreme localement, 
en prenant le cas où U = R m . K=R" et P= R" c R": l’application/ 
s’écrira alors f(x u ..., x m ) = (/i(x), . ..,f p (x),J p + i(x), ... > /■(*))• Dire 
que l’application/est /-régulière en tout point de P revient a dire que, pour 
une application a:R m ->R' , ~ p définie par la formule oc(x) = (f p+l (x), ... 

/ (*)) le point 0 est une valeur régulière. En vertu de ce quon a 
montré plus haut, l’ensemble des applications dont 0 est une valeur régu¬ 
lière est partout dense dans l’espace de toutes les applications différentia¬ 
bles. Autrement dit, il existe des fonctions différentiables g +1 , -•£» 

définissant une application a': R" p proche de a avec toutes ses déri¬ 

vées premières (voir le corollaire correspondant) et telle que 1 application 

g( Xl , ...,x m ) = (/.(*), • • •,//*). •••’*-<*)> 

soit /-réeulière en tout point de P. Si l’application initiale / : R m -*■ R " 
tout point de r voisin du bord IV. on peut, un prenant 

une fonction différentiable 

( 0 sur dV, 

^ | 1 sur K, 

où K <= V est un compact, poser p =/0 J J f ? x) p(x)*ï 

servit du fait 

sines /et g le sont non seulement au sens que pif, g) - max | /(x) g(x) I 

< s, mais toutes leurs dérivées premières sont^ égakment^vomnes entre 
elles. D’où il découle que 1 application y ^ i/variation (pif-g) 

du bord de Y. Le théorème 

CSt “de la notion de 

différentiables 0 dfune STSftérentiable N. Nous dirons que M et f> 
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se coupent (ou se rencontrent ) transversalement si l’inclusion i M \ M N 
est /-régulière en tout point de P. Cela revient à dire qu en tout point x 
de l’intersection M fl P les espaces tangents T X M et T X P engendrent l'es¬ 
pace T X N tout entier. La relation de transversalité est symétrique, si bien 
qu'on peut remplacer i M par i P : P -* N (vérifier!). 

L’intersection M fl P de deux sous-variétés différentiables qui se ren¬ 
contrent transversalement est une sous-variété différentiable. 

Le lemme de Sard et son corollaire montrent que les applications trans¬ 
versalement régulières sont si nombreuses qu’on en trouve dans un voisi¬ 
nage aussi petit que l’on veut de toute application différentiable; on dit 
que les applications /-régulières sont «génériques». Grâce au lemme de 
Sard on peut rendre générique (/-régulière) toute application différentiable 
(à condition de rester dans la classe des applications différentiables) en la 
faisant « bouger » aussi faiblement que l’on veut. Les théorèmes de ce type 
justifient ce qu'on appelle « mise en situation générique ». 

Remarque. Dans les constructions considérées, nous ne faisions « bouger » 
que des applications appartenant à la classe de toutes les applications diffé¬ 
rentiables; il y a cependant des cas où il y a intérêt à mettre en situation 
?: n f n r un ® application qui appartient à une classe beaucoup moins 
vaste, il est bon de considérer par ailleurs le 

Théorème 4 . Soient quatre variétés différentiables A, M, N P où P 
es une sous-varieté de N; soit f: Ax M -> N une application différentiable 

ZgtSLTf nrr t P £ ensem * e ^ PO& a, A Zr Tsqueïs 
tout dense en f ' ‘ M N est tmre g«here en tout point de P est par- 


paramTtres^pour considérée com ™ «l’ensemble des 

P- métrés» pour la mise en situation générique de f(a 0 , x): M - N. 

a TW x *) - r(e ; «J S^mverilemem, o„ 



* A 

Fig. 20. 
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Il s ensuit que df applique H sur un plan qui est complémentaire de T(P) 
dans T(N ) ; autrement dit, l’application f{a , *) est /-régulièreen tout point de P. 

La réciproque est également vraie: si l’application f(a, *) est /-régulière 
en tout point de P , les sous-variétés axM et Q se rencontrent transver¬ 
salement. 

Enfin, la fibre ax M rencontre transversalement Q si et seulement si 
le point at A est une valeur régulière de la projection p: Q -► A, restric¬ 
tion de p : AxM -► A à Q. De tels points forment un ensemble partout 
dense dans A en vertu du lemme de Sard. Le théorème est démontré. 

Le théorème 4 donne lieu à quelques suites utiles. Soit par exemple 
une application différentiable f: M —► N. Proposons-nous de donner une 
nouvelle définition de l’ensemble des valeurs régulières de f dans N. Con¬ 
sidérons une application F: MxN-+Nx N dans laquelle F(x, y)=(f(x), y). 
On voit sans peine que le point n£ N est une valeur régulière de f si et 
seulement si l’application F(x, y) : Mx N -* Nx N est /-régulière en tout 
point de la diagonale A a NxN. Il en ressort que, d'après le théorème 4, 
l’ensemble des valeurs régulières N est partout dense dans N. 

Remarque. Un cas important de rencontre transversale de deux sous- 
variétés M et P de N est celui où M et P ont les dimensions complémen¬ 
taires dans N, en sorte que m + p = w, où m = dim M, p = dim P et 
n = dim N. Ces deux sous-variétés se rencontrent alors en des points 
isolés. Par contre, si m + p < n, on arrive à «disjoindre» M et P dans N 
en les mettant en situation générique. 


4. Fonctions de Morse. Nous avons introduit plus haut une caracté¬ 
ristique importante des applications différentiables /: M -► N, à savoir, les 
points critiques. Plaçons-nous dans un cas particulier où N est la droite 
réelle, N = R 1 ; l’application / peut alors être considérée comme une fonc¬ 
tion scalaire différentiable sur M . Puisque dim 7/ (t) R 1 = 1, le point x£ M 
est critique (c’est-à-dire le rang de df x est inférieur à 1) si et seulement si 
df x = 0. Les points critiques x de la fonction scalaire différentiable f(x) sur 



grad f(x) = 0 (ce qui était prévisible). 


Définition 3. On dit que le point critique jt 0 e M d’une fonction diffé- 

( d 2 f( x) \ 

—■ ~t ) est non dégénérée. 
dx l dx J ) 

La fonction / sur M est appelée fonction de Morse si aucun de ses points 
critiques n’est dégénéré. 


Remarque. Cette définition d’un point critique non dégénéré est correcte, 
car la propriété de non-dégénérescence de la matrice de la forme bilinéaire 
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données locales introduites dans le voisinage du po.nt critique ar 0 . On peut 
assimiler d' 1 ) à une forme bilinéaire symétrique sur T X {M). boient deux 
vecteurs a, b e T x (M): supposons qu’ils appartiennent à des champs de 
vecteurs différentiables A et B respectivement, construits localement dans 
le voisinage de .v 0 , et posons d*f(a, b)=d A d B (f) x ,, où d B (f) est la dérivée de/ 
par rapport au champ de vecteurs B. Il est facile de voir que d 2 / est une 

forme symétrique et que sa matrice par rapport à la base e 1 = — - > • • • 

Définition 4. Par indice d’un point critique non dégénéré x 0 de la fonc¬ 
tion /, on entend la plus grande dimension des sous-espaces V c= T Xq (M) 
sur lesquels la hessienne de d 2 f est définie négative (c’est-à-dire le nombre 
de carrés négatifs qui restent après diagonalisation de d 2 f). 

Il est naturel de se demander si les fonctions de Morse existent sur une 
variété donnée et si elles sont nombreuses ou non. On voudrait savoir 
par exemple si elles sont partout denses dans l'espace de toutes les fonctions 
différentiables sur la variété M. La réponse à ces questions est positive; 
nous la déduirons du théorème 5, montrant par là même que l’existence et 
la propriété de densité demandée des fonctions de Morse sont des faits de 
la «situation générique», les fonctions considérées étant «génériques» pour 
l'espace de toutes les fonctions différentiables. 

Théorème 5. 1) Les fonctions de Morse ont Heu sur toute variété com¬ 
pacte différent table. 2) Les fonctions de Morse sont partout denses dans 
l'espace de toutes les fonctions différentiables sur la variété . 3) Chaque 
Jonction de Morse n admet sur une variété compacte qu'un nombre fini de 
points critiques x l9 ..., x N (qui sont en particulier tous isolés). 4) Il existe 
dans l ensemble des fonctions de Morse une sous-variété partout dense R 
telle qu'à chaque valeur critique d'une fonction quelconque fe R corresponde 

U queTifi) mt CritiqUe SUr M ( c ' est -à- dire 9*'°* a /(*,•) # f(xj) chaque fois 

Démonstration. Si M est un compact, le fait que les points cri¬ 
tiques non dégénérés sont isolés et par suite finis découle de la définition 
de la non-degenerescence de d 1 / (voir plus haut). 

Considérons maintenant une fonction différentiable quelconque /sur M 
?o- uZ V CX,St * T fonction de Morse g aussi proche de/ que 
donZon ! Î, S f ° nCt,0nS différentia bles sur M). A cet effeï, nous 

lions aTnsi nCt, ^ vanat, ° ns et nous chercherons, parmi les fonc¬ 

tions ainsi obtenues, les fonctions de Morse. 

Considérons une application a r : M -► T*M telle aue « tvi — Af 

«nriatKdimen^^ à M ’ qui est une vSiâ'd.f-* 

teur enï % T*M Z ? de COUp,es <*■ & où f est le covec- 

à T*(M). Soit A une famrT"" i , ^ T * M ) - R 1 appartient 

applications a s paramètres dont chacune est 



une variation de ct f9 incorporons-y ct f . A cet effet, construisons un recouvre¬ 
ment de M par une réunion finie de boules ouvertes 1 dont 

chacune est incluse dans une boule plus vaste Vj , en sorte que £7, c V Jt 
A chaque boule V j9 associons m fonctions linéairement indépendantes 
{lyfx), • • • » IvjW} '■> ce peuvent être par exemple des coordonnées locales 
sur Vj. A chaque couple (V j9 U J) associons une fonction différentiable 
<Pj(x) sur M telle que cpfx) = 1 sur U j9 <pj(x) = 0 en dehors de Vj et 
0^(pj(x)^l dans Vj\Uj (l'existence de telles fonctions a été démontrée 
plus haut). Donnons à chaque fonction ly^x) un prolongement différen¬ 
tiable sur M tout entier en posant Vyfx) = ly/x)(pj(x). 

Considérons un espace linéaire A de fonctions différentiables sur M 
de la forme 

/( x) + £ a^jiy (x)<pj(x) = g(. v, a); 

Vj, i 

ici /(a) est une fonction initiale et a'vjde s nombres réels. Les coordonnées 
dans l’espace linéaire^ ainsi défini sont les tels que 1 ^i^n et 1 ^j^n. On 
a de toute évidence dim A=mk , où k est le nombre des éléments qui cons¬ 
tituent le recouvrement ouvert de M. Considérons une application <// : A x 
T*M telle que Mg, x) = dg x e T*M. Il est clair que est une 
application différentiable. Prenons dans T*M une sous-variété ^/-dimen¬ 
sionnelle P — {(a*, 0)}, x& M , difféomorphe à M (on I appelle section nulle 
du fibré cotangent). Nous disons que 1 application i// de la \ariété diffé¬ 
rentiable AxM est /-régulière en tout point de P . Pour le démontrer, il 
suffit de voir que par la projection n x :T iXt n){T^M) T*M 1 image du plan 
d[j/T (x 0) (A x M) est un épimorphisme de T*(M) (fig. 21). Or. ce fait est évi¬ 
dent d’après la construction de A : les gradients des variations linéaires 
/(x) de la fonction /( x) recouvrent le plan T*M tout entier, les fonctions 
/(a) étant choisies linéairement indépendantes sur chaque boule Vj. bn 
vertu du théorème 4 , la propriété «générique» s'étend alors a la presque 
totalité des applications individuelles ij/(a 0 ..\). M ► T < (pour es a 0 



Fig. 21. 


fixes). Qui plus est, il en découle, en vertu da théorème4, Q«|‘^oirteapph- 
cation initiale a f :M - T*M (qui s’ecnra x f (x) = «KO, x) et correspondra 

aux valeurs nulles des paramètres {*W) on peut mrâr une 

b(g X ) = dg =a (*) qui sera /-régulière en tout point de P (cesta-a.re 

le l’a section nulle de T*M). Il existe donc sur M une fonction g(x) 
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variation de / engendrée par des fonctions linéaires) telle que l’application 
<x t : M -* T*M soit /-régulière en tout point de P (fig. 22). 

Considérons l’intersection a,(M) n P. 11 est clair quelle est exactement 
égale à l’ensemble des points critiques de la fonction g (dg x =0). Ensuite 
le point critique A 0 e M est un point non dégénéré pour la fonction p(*) 
si et seulement si a ,(Af) et P se rencontrent transversalement en ce point 
(*o> 0)6 P. En effet, dire que P et oc,(Af) se rencontrent transversalement en 
(*o, 0) revient à dire que la projection du plan tangent à et JM) en (x 01 
sur le plan T*,(M) (plan transversal à P dans T*M) est un isomorphisme 



l K r fond avec hessienne de g. L’isomorphisme de la projection et 1 ; 
N‘S S ° n * , d °“ de “ équivalentes 

Prenons “ne fonction de Morse quelconque f(x) sur M- soient v 
ses points critiques. Supposons aue la fnnrtiJj Jt f soient *i> • • •> */ 
des valeurs comprises entre 0 et 1 Soient U i/n ne prenne sur M qui 
du point je, tels ane Tl t- w û? ^ deux voisinages ouvert: 

ttswKÏÏSSSSSSÎF 

admettre que M soit muni d’une métri^ q C ° ^ . sur On peu 

quantités constantes a, b telles qu’il ^ aît r J5™ a "J lienn ' e j choisissons deu: 
sur I. compact supp X £ ÏÏT 3°- K l.Srad /|; | gra d ; | 

ç- ■> < mêm° rSe **> 

effet, on a sur K memes pour / et pour f x . Ei 

On a év H ^ (f+ ,A)I > lgr3d fl ~ I 1 » « ra d A| > a - nb > 0. 

égal à IUî/lTdinst voisinage* 1 ulnV} - rV gr f Â1 est parsuitl 
quantité constante) 8 ° n a ~ f + 1 (translation d’um 


§ 11. Applications du lemme de Sard 

1 . Existence des plongements et des immersions. Nous avons montré 
plus haut que toute variété fermée, compacte, différentiable et connexe M 
peut être plongée dans un espace euclidien R* si N est suffisamment élevé 
Maintenant nous démontrerons un théorème dit « théorème faible de 
Whitney». 

Théorème 1 (Whitney). Toute variété n-dimensionnelle fermée 
différentiable connexe M admet un plongement différentiable dans R 2n+1 
et une immersion différentiable dans R 2 ". Toute application continue 
M -* R 271 *** 1 (resp. M —► R 271 ) se laisse approcher par un plongement diffé¬ 
rentiable (resp. une immersion différentiable). 

Démonstration. Considérons un plongement différentiable 
quelconque M -* R” (voir § 9). L’idée de la démonstration consiste à pro¬ 
jeter successivement la variété plongée M c= R iV sur des hyperplans en 
abaissant chaque fois d’une unité la dimension de l’espace ambiant. Choi¬ 
sissons une fois pour toutes l’origine des coordonnées O dans R N et consi¬ 
dérons le faisceau des droites qui passent par O; elles forment un espace 
projectif R P N ~ l . A chaque droite /e RP^-i nous ferons correspondre la 
projection orthogonale n t de R N sur l’hyperplan R * -1 orthogonal à / et 
passant par O. Il s’agit de chercher une droite / telle que la projection n t (M) 
reste une sous-variété différentiable de R ^ _1 comme précédemment. 

Discutons d’abord le cas de l’immersion de M: nous conviendra une pro¬ 
jection 7 T| quelconque à condition que la différentielle dn t : T X M -► R /“ 1 
n’ait jamais de noyau non nul, quel que soit x£ M. Quant aux directions 
le R pN-i p 0ur lesquelles dn l admet un noyau non nul, elles seront appe¬ 
lées directions interdites du premier type. Par exemple, en projetant une 
courbe différentiable y c R 3 sur le plan bidimensionnel R 2 parallèlement à 
une direction interdite, on voit se 
produire une singularité appelée cus- 
pide (fig. 23). 

De toute évidence, une direction 
le R p N -i est interdite si et seulement 
si l’on trouve un point M tel qu’il y 
ait / c T X M à la suite d’un transport 
parallèle convenable (fig. 24). 

L’ensemble des directions interdi¬ 
tes est une variété différentiable Q à 
2n — 1 dimensions, constituée de couples (x, /), où x 6 M et / est une droite 
appartenant à RP N ~ l et parallèle à une droite appartenant à T x M. Le 
point x e M se définit par n paramètres, et la droite / par (n — 1) para¬ 
mètres, 2n — 1 = n + (/i - 1). (Montrer que Q est bien une variété diffé¬ 
rentiable !) 
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Construisons une application or.Q^RP"- ' telle que «(* /) =/; de 
toute évidence, « (Q) est l'ensemble des directions interdites. Puisque le 
plongement initial McR" était différentiable, l’application a lest aussi. 
En vertu du lemme de Sard, l’ensemble a(Q ) a une mesure (N - l)-dimen- 



Fig. 24. 

sionnelle nulle si JV — 1 > 2n — 1, c’est-à-dire si 2n < N. En particulier, 
l’ensemble a (Q) des directions interdites dans RP*- 1 ne correspond pas 
à la totalité de la variété RP *~ 1 , si bien qu’il existe une droite l 0 ÿa (Q). 
Faisons la projection orthogonale tt / 0 : M -> R£ -1 ; on obtient une immersion 
différentiable de M dans (pour 2 n < bf). 

Le raisonnement reste évidemment valable si, au lieu de plonger M 
dans R*, on a pris dès le début une immersion de M dans R^. On peut 
donc appliquer la procédure de projection décrite à l’immersion obtenue 
^ 7 * 1 et répéter autant de fois qu’il sera nécessaire pourvu qu’il 

y ait 2/7 < AT - k, où k est le numéro d’ordre de la projection. On s’arrête 
en obtenant N — k = 2n + 1 ; en ce moment on fait une dernière projec¬ 
tion m 9 : M -► R 2 *. Cela achève la démonstration du théorème de Whitney 
en ce qui concerne la possibilité de l’immersion de M dans R 2 ". 



‘‘f * VOit si h »«*<*» «m dans 
c'est-à-dire L direct!!?^ “ d "'“" om '"“'Mes du second type, 
de H") d« Par ‘«ST’ “ , ““ poin,s d °“ bl ' s 

v=- s., w S; 


montrée sur la figure 25 si la projection se fait parallèlement à une direction 
interdite du second type. 

De toute évidence, une direction /€ RP*- 1 est direction interdite du 
second type si et seulement si l’on trouve un couple de points x, y e M r 
x 7 * y, qui appartiennent simultanément à / à la suite d’un déplacement 
parallèle convenable. 

L’ensemble des directions interdites du second type forme une variété 
ouverte différentiable P à 2 n dimensions, constituée de couples (x, y), 
x,ye M 9 xj£y, où x et y parcourent M indépendamment l’un de l’autre. 
En d’autres termes, on a P = (MxM)\A, où A = {(x,x)} est une dia¬ 
gonale du produit direct MxM. Considérons une application p:P-+ 
-► RP*" 1 , où P(x, y) est une droite passant par l'origine des coordonnées 
et parallèle au segment d’extrémités x, y. II est clair que p est une appli¬ 
cation différentiable et que, par suite, P(P) est un ensemble de mesure 
nulle dans R / 3 ^ -3 en vertu du lemme de Sard chaque fois que 2n<N — 1,. 
ou que 2n + 1 < N. 

Remarquons que l’adhérence de P(P) dans RP*- 1 se confond avec la 
réunion p(P) u a(0. 

On voit donc que les directions interdites des deux types forment un 
ensemble P(P) qui ne correspond pas à la totalité de la variété RP*- 1 si 
N > 2n + 1 ; il existe alors une direction / 0 ^ P(P)- En faisant la projection 
orthogonale n/ 0 : M -> R^“\ on obtient un plongement différentiable de 
M dans R/^ -1 . En appliquant à ce plongement la procédure des projections 
successives décrite dans les alinéas précédents, on obtient finalement la 
projection de M sur R 2n+1 . Le théorème est complètement démontré. 

Il est clair que, dans le cas général, il est impossible de continuer les 
projections successives en conservant le plongement. Supposons en effet 
qu’une variété M qui est un cercle S 1 soit plongée dans R 3 avec formation 
d’un nœud non trivial dans R 3 (voir par exemple la figure 26); ici n = 1 
et N = 3 = 2n + 1. Toute projection 
orthogonale de ce cercle noué sur un 
plan bidimensionnel quelconque R 2 don¬ 
nera évidemment une courbe présentant 
des points crunodaux. Ce résultat indique 
que la méthode des «projections» utilisée 
pour la démonstration du théorème «faible» 
de Whitney ne permet plus de diminuer 
la dimension de l’espace euclidien am¬ 
biant. Il existe néanmoins une méthode plus efficace qui permet de le 
faire (nous ne la décrirons pas ici). 

Remarque. Citons sans démonstration un théorème plus fort: toute 
variété n-dimensionnelle M admet un plongement différentiable dans R 2 ", 
mais les p/ongements M —► R 2 " cessent d'être denses dans l'espace des appli - 



Fig. 26. 
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cations M -> R 2 ". Dans le cas général, on en reste là. C’est ainsi qu’une 
variété fermée non orientable à deux dimensions ne peut pas être plongée 
dans R 3 (vérifier!). 

Il y a cependant des cas où l’on peut faire mieux: en particulier, toute 
variété orientable à deux dimensions peut se réaliser dans R 3 , ce qui ressort 
de la classification des variétés pareilles. 


2. Fonctions de Morse comme fonctions de la hauteur. Le plongement 
M-+ R v peut fournir une nouvelle démonstration de l’existence des fonctions 
de Morse sur des variétés compactes différentiables. Nous montrerons 
en effet que les fonctions de Morse peuvent être recherchées dans une 
classe assez restreinte de fonctions sur M, dites «fonctions de la hauteur». 

Etant donné un plongement différentiable de M dans R^ et une droite 
£,(/) parallèle à un vecteur / et passant par l'origine des coordonnées dans 
R N , considérons une fonction /z,(*) {fonction de la hauteur) dont la valeur 
en xf M est égale à la projection orthogonale de x sur £ z (0 (on suppose 
que ç(f) est la droite numérique réelle). 

La fonction de la hauteur h t {x) possède quelques propriétés évidentes 
(d ailleurs faciles à vérifier): 

1) L'ensemble des fonctions de la hauteur correspond biunivoquement 
aux couples de points diamétralement opposés de la sphère S*- 1 ou aux 
points de l'espace projectif RP A_1 . 

2) Le point a„£ M est un point critique de la fonction de la hauteur 
/ ÏV* A// 611 emeiU 81 16 VCCteUr 1 CSt ° rthogonal kMeax » (c’est-à-dire si 

Voyons dans quelles conditions le point critique x„e M est un point 

p°o n notdan e s re R-ï r ^ Pla Ç. ons ; nous dans le cas particulier où M est 
plonge dans R avec m = dim M (à la façon d'une hypersurface). 

R app d° ns q U e pour toute hypersurface M <= R'" +1 il existe uneannli- 

s " -, t 'M - «m. “ ï 

par parallélisme à ,, a Dorni ^ e a ^ en ^ P e vœteur n(r) étant transporté 
par parallélisme a 1 origine des coordonnées Oer+‘). 


«O** n °" généré 

“ poin,■ relier * la PP Uca,L\Z"l7 m'-Vp- ZTcH tT 
au ve n c«u^?eVra,a?r'S„“fe%ï 00rd0 ". I : éc ^ 

• • n, avec X i = 0 Dan . admCt P ° Ur équatiou *" +1 = ?(*'’ • • • 

on peut admettre que (x 1 x") s n ( . j '!°' S ', nage suffisamment petit U de x„, 

sur l’hypersurface M tanHis A., i ^ nt des coordonnées locales introduites 
= Des coo dZlV <h T Ut>> hl(x) Soit Précisément *"^ = 

sur la sphère dans le voisinage du an ? °*jues ^ l > •••>>’'" seront introduites 
voisinage du point I. Un calcul analogue à celui qui 
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a été entrepris pour déduire la formule Kda = f*Q montre qu’on a dans 
le point A'o» en coordonnées locales (a 4 , et (y 1 , . l'égalité 

( d%(x 0 ) \ _ / \ _( cy* \ 

V dx?dx p j \ dx*dx fi ) { dx“ X J ’ 



Ici K est la courbure totale de l'hypersurface au point x 0 , et y 2 = r®( a 1 , ... 

..., x m ), 1 < a < m, est l'application gaussienne transcrite au moyen des coor¬ 
données (a) et (y). Ainsi donc, si 1 on veut que l'application gaussienne r 


admette x 0 comme point régulier, det (i \ #0, il faut et il suffit que 

\ Sx 0 '.J 

la hessienne de la fonction de la hauteur li,(x 0 ) soit non dégénérée, 
ô~h /(a'o) 


det 


( # o. 

V dx*dx p ) 


Le lemme est démontré. 


Remarque importante. Etant donné un plongement M a R 9 , où q > 

> m -f 1 (m = dim M ), il existe une variété différentiable N à q — l 
dimensions qui constitue la frontière du «voisinage tubulaire» de M. 
Considérons en effet l’ensemble des disques D q x ~ m de dimension q — m 
orthogonaux à M , de centre en des points xe M et de rayon e > 0 suffisam¬ 
ment petit. La réunion de ces boules (avec e > 0 petit) forme une variété 
^-dimensionnelle appelée quelquefois voisinage tubulaire de M; c'est sa 
frontière (bord) qu'on désigne par N. L'image de cette sous-variété (plongée 
dans R* pour e petit) par l'application gaussienne r est une sphère S q ~ l . 
Soit h t (x) une fonction de la hauteur sur M et sur N. Il est facile de voir 
(vérifier!) que, pour tout point critique 
.y 0 g M de la fonction hfx), on a exacte¬ 
ment deux points critiques y 0 , y' 0 sur N: ce 
sont les points où N vient couper la droite 
/ qui passe par x 0 et qui est orthogonale 
à M (fig. 27). 

On vérifie sans peine ensuite que le 
point critique Aq e M de la fonction h t (x) 
est non dégénéré si et seulement si les 
points y 0 , y' 0 sont non dégénérés pour h t (x) 

(les points y 0 et y' 0 sont tous les deux dégé¬ 
nérés ou non). Si donc h t {x) est une fonction de Morse sur N, elle l'est aussi 
sur \I. Il s'ensuit que toute proposition selon laquelle les fonctions de 
Morse existent et sont partout denses dans l'ensemble des fonctions de la 
hauteur sur N est toujours vraie pour M . Cela prouve qu'on ne diminue 
pas la généralité en se bornant à considérer, dans le lemme ci-dessus, une 
hypersurface M <= R m+l . 



7 - 302 
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Théorème 2. La fonction de la hauteur h,(x) sur Vhypersurface 
McR m+ K m=dim M, est une fonction de Morse si et seulement si le point 
(_f-/)e RP m est une valeur régulière de l'application gaussienne r. M-+RP"'. 
Ën particulier, presque toutes les fonctions de la hauteur h,(x) sont des fane- 

tions de Morse. , 

Démonstration. La première assertion du theoreme découlé 
du lemme 1. La seconde résulte du lemme de Sard: en effet, les valeurs 
régulières de l’application gaussienne r : M -*■ RP'" sont partout denses 
dans R P m . Le théorème est démontré. 


Remarque. En vertu des observations supplémentaires faites ci-dessus 
au sujet deMcR^ pour q> m + 1, le théorème reste valable pour toute 
sous-variété différentiable dans R q de codimension quelconque (donc pour 
tout q — m > 0). 

3. Points focaux. 11 y a beaucoup d'autres procédés qui permettent de 
construire sans peine de nombreuses fonctions de Morse sur des variétés 
différentiables. Sans entrer dans le détail, donnons la description d'un 
procédé. 

Considérons une variété différentiable M et son plongement différen¬ 
tiable quelconque dans R*. Choisissons une fois pour toutes un point 
p£ R* et associons à ce point une fonction différentiable L p construite sur 
le plongement M m en posant L p (x ) = \p — x| 2 , 'où M et \p — x\ est 
la longueur du vecteur p — x. On montre que L p (x) est une fonction de 
Morse sur M pour presque tous les points p£ R q . L’ensemble des fonc¬ 
tions du type L p (x) ne se confond pas avec celui des fonctions de la 
hauteur h t (x). 

On veut savoir pour quels points p la fonction L p (x) est une fonction 
de Morse. Désignons par N l'ensemble des couples (x, o) où re M et 
ce R* est un vecteur orthogonal à M en x. Il est évident que N est une 
variété différentiable à q dimensions (vérifier!). Considérons une appli¬ 
cation différentiable f: N -> R* qui à tout couple (x, v) e N fait correspondre 
l’extrémité d’un vecteur ayant son origine en x. 


Définition 1. On dit que le point p£R q est un point focal de multi¬ 
plicité p > 0 pour M si p = f(x, v ) et le jacobien de / en (x, v) est de rang 
q — p. 

En vertu du lemme de Sard, on ne trouve presque pas de point focal 
pour le plongement Mc R q parmi les points pe R q ; en particulier, les 
points focaux p£ R q forment un ensemble de mesure nulle. 

Considérons à présent la «deuxième forme fondamentale du plongement 
M a R* 7 ». Supposons que la variété M soit (localement) définie dans R q 
sous forme paramétrique x = x(u\ .. .,u m ), où u\ sont des 

coordonnées locales sur M\ x = (x\ ..x«). Considérons un vecteur 

Yu'ôV = SOit V la n0 ™ ale * M ™ M- II existe alors le produit sca- 
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laire (f, x,;) = (v, //^(x)) dans lequel n {j (x) est la composante normale 
de X{j en x (c'est-à-dire la projection orthogonale de x sur le plan 
normal à M en x). Désignons par Q v la matrice de (v, x tJ ); elle s’ap¬ 
pelle « matrice de la deuxième forme fondamentale de M parallèlement à 
v». Soit G = (gu ) la matrice de la première forme fondamentale, ou la 
métrique définie sur M (cette métrique est induite par le plongement 
M c R 9 ; on considère une métrique euclidienne dans R*). Admettons que 
les coordonnées locales u l , ..., u m sont introduites en sorte que G(x) = E 
(matrice unité) dans un certain point x. Il vient alors = Qv en 

soient X i9 ..., A,„ les valeurs propres de la forme G~ 1 Q V = Q v en x, ce qui 
revient à dire que les k a sont les «courbures principales» de la sous-variété 
M en direction de v. Considérons la droite d’équation x + tu (c’est-à-dire 
la droite définie par v en x). 

Lemme 2. Les points focaux de la droite x + tu sont ceux qui vérifient 
t = Ar\ 1 

Démonstration. La variété N présente localement la structure du 
produit M X R q ~ m , ce qui permet de la munir de coordonnées locales 
x = x(m\ . .., u m \ t l , .. t q ~ m . L'application / peut s’écrire dans le 
voisinage du point considéré comme suit: 

f(x(u), t) = x(u) + 


où {a x (u)} est un repère dans le plan normal à M en x(u) : il dépend diffé- 
rentiablement de u. Il est clair que df se définit dans ces coordonnées par la 


matrice 


'ï 


du 1 




nfu) 


Choisissons, dans le plan tangent T X (M), une base 


m 


» 1 


Cherchons le parallélépipède construit sur les images par df des vecteurs 
de base (dans N), ce qui nous conduira à la matrice jacobienne de / (donc 
à det (df)). Cette matrice s’écrit 

ôx \ «z? / da„ dx \ q z!)‘ / ca t \ \ 

0 EJ 

Il est clair que le rang de cette matrice est défini par celui de la matrice 

"-(<£• £))• D '” re pan ’ on a 



0 = 


du 1 


dx \ 

du* / 


/ ôa t dx \ / d 2 x \ 

= / —-> —y > + < ^ —:—r ) » en sorte 

\ du' du* / \ du’du* / 
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que W))' U 

rang de la matrice (df) est par suite égal à celui de la matrice (g u — 
— t(v, Xjj)) comme demandé. Le lemme est démontré. 

Considérons à présent un point p£R N et une fonction L p (x) = 

= |.v - p\ 2 = <a p, x p). Il vient alors - ^ ~ = 2 / —» a \ — 

Soit ensuite / — » a — p ) = 0, ce qui revient à dire que le vec- 
\ Su' / 

teur a — p est orthogonal à T X {M). Il vient alors 


c 2 L„(x) = 
cto'cV 


ox 

du'ôu J 


x - p ' > + (î' 


du> / 


/ a*x 
\ ôu'did ’ 


tv)+ g ip 


où p = .v + tv. 

On voit que le point critique de la fonction L p (x) est dégénéré si et 
seulement si p est un point focal. 

Si donc p n'est pas un point focal, LJx) est une fonction de Morse sur 
Ma R*. 


Corollaire important. Soit M a R* 7 une sous-variété fermée diffé¬ 
rentiable. Il existe alors un e > 0 tel que le voisinage tubulaire N t (M) = 
— {j e R* 7 ! p(}\ M) < e} soit une sous-variété à bord q-dimensionnelle 
différentiable dans R q ; son bord cN c (M) est une sous-variété différentiable de 
dimension q 1 dans R* 7 . En particulier, N C (M) est un fibré à fibres constituées 
par des disques (q m)-dimensionnels D q ~ n \x\x^M, de rayon e ayant 
leurs centres sur M, de même , dN c (M) est un fibré à fibres constituées par 
des sphères S q ~ m l (x). 

Démonstration. 11 suffit de choisir un e < min /.rH*), où 

xE M , 1 La variété N r (M) ne contient alors aucun point focal de 

M a R*, ce qui fait que toutes les propositions du théorème ont lieu. 

Ce corollaire est communément appelé «théorème d’existence d’un 
voisinage tubulaire ». 


CHAPITRE 3 


DEGRÉ DE L’APPLICATION. 
INDICE D’INTERSECTION. 
APPLICATIONS DE CES NOTIONS 


§ 12. Notion d’homotopie 

1. Définition de l’homotopie. Possibilité de l’approximation différentiable. 

Soient deux variétés différentiables N, M (par exemple de classe C°°) et 
une application différentiable f: N -> M. 

Définition J. On entend par homotopie (ou déformation) différentiable 
(resp. différentiable par morceaux , continue) d'une application f une ap¬ 
plication différentiable (resp. différentiable par morceaux, continue) du 
cylindre 

F: N X I -+ M (I = [0, 1]) 

telle que, pour tout x e N , F(x, 0) = /(.v). On dit que les applications 
f t : N -> M , f(x) = F(x, t) sont homotopes à l'application initiale f = / 0 ; 
quant à l’application du cylindre F dans son ensemble, elle est appelée 
homotopie ou « opération d’homotopie ». 

L'ensemble des applications homotopes à / forme une classe d'appli¬ 
cations homotopes deux à deux, ou classe d’homotopie. Il va sans dire 
que les classes d’homotopie différentiable existent pour tout degré de diffé¬ 
rentiabilité /. En particulier, pour / = 0 on a une classe d'applications con¬ 
tinues et continûment homotopes. D’autre part, le théorème selon lequel 
toute application continue peut être approchée par une application diffé¬ 
rentiable donne lieu à quelques propriétés élémentaires de l’homotopie: 

1) toute application continue se laisse approcher par une application 
différentiable de classe quelconque (C°° entre autres) qui est voisine de 
l'application donnée et homotope à celle-ci; 

2) deux applications continues sont différentiablement homotopes 
chaque fois qu'elles sont continûment homotopes. 

Examinons ces propriétés plus en détail. 

Théorème 1. Soient deux variétés différentiables compactes M , N et deux 
applications continues f g: M -> N. Alors , étant donnée une métrique rie - 
mannienne quelconque sur N, il existe une > 0 tel que la condition p (/, g) < c 
implique Vhomotopie de f et g (p est la distance des deux applications , voir 
plus haut). 
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Démonstration. Munissons M d’une métrique riemannienne 
et désignons par p 0 la distance définie par cette métrique Puisque TV est 
une variété compacte, il existe un e > 0 tel que pour /?, q£ N et p 0 (p, q)<e 
les points p et q peuvent être reliés par une seule géodésique réalisant le 
plus court chemin de p à q (voir Première partie, § 29). Soient maintenant 



deux applications continues /, g: M N telles que p (/, g) < e. Faisons 
l’homotopie de F: M X I -+ N avec F( jc, 0) = f(x), F(x , 1) = g(x). A 
cet effet, définissons la valeur que prend F(x, t) en un point quelconque 
(*, t)eMxI. Considérons deux points f(x) 9 g(x) e N. Puisque p 0 (f(x)> 
£(*)) < e, le plus court chemin entre ces points sera réalisé par une géo¬ 
désique unique 7/(x),g(x) (t). Puisque nous connaissons non seulement x 
mais aussi t , nous pouvons diviser le segment de la géodésique ?/(*), *<*) 
entre f(x) et g(x) dans le rapport r: (1 — /) et identifier le point de division 
au point (*, t) e Mxî (fig. 28). 

Le fait que 1 application F(x , t) ainsi construite est continue résulte 
du théorème selon lequel les solutions dépendent continûment des condi¬ 
tions initiales; ce théorème s’applique à tout système d’équations diffé¬ 
rentielles ordinaires, ce qui est précisément le cas pour les équations des 
geodesiques. Le théorème est démontré. 


, Soit f une application continue quelconque d'une variété 
dtferen,table M dans une variété différentiable N. Cette application est homo- 
tope alors a une application différentiable g: M -y N. 

Démonstration. Nous avons montré plus haut que toute appli¬ 
cation commue J:M-+N admet toujours une application différentiable 

précédent 1 ” 6 ^ VCUt ' L ’ aSSerti ° n du thé <>rème résulte du théorème 

i ■‘•H**** <“* différentiable sur une 

certaine sous-variete X a M, on peut toujours l’annr ™ «• 

cation différentiable g de telle sorte aue les rLi T ^ P U " e appll ‘ 
soient identiques. * CS restnctl0ns de g et de/à X 
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Théorème 3. Deux applications différentiables f g: M -► N conti¬ 
nûment homotopes sont différentiablement homotopes. 

Ce théorème résulte de l’existence d’une approximation différentiable 
pour toute application continue (en l’occurrence, l’homotopie initiale 
F: Mxî -> N ), ainsi que des théorèmes 1 et 2. 

On démontre par analogie l’assertion suivante: toute application continue 
d'une variété différentiable M dans une variété différentiable de dimension 
suffisamment grande est homotope à un plongement différentiable. Si l'appli¬ 
cation donnée est différentiable , il peut en être de même pour Vhomotopie 
en question. 

Définition 2. Nous disons que deux plongements différentiables f, 
g: M ^ N sont (différentiablement) isotopes s’ils sont liés par une homo- 
topie différentiable F: Mxî A telle que l’application /,: M N définie 
par l’égalité f t (x ) = F(x , t) reste un plongement différentiable pour tout 
*e[0, 1]. 

Théorème 4. Deux plongements différentiables quelconques /, g d'une 
variété différentiable M de dimension n dans un espace euclidien R* de dimen¬ 
sion q suffisamment élevée (plus exactement q^2n + 2) sont isotopes. 

Démonstration. Si la dimension q est suffisamment grande, deux 
plongements f g admettent toujours une homotopie continue (donc aussi 
différentiable) F: A/x/-> R* (par exemple ils peuvent être tous les deux 
homotopes à une application ponctuelle). Ceci étant, on peut transformer 
l’homotopie différentiable F: M X / -► N en un plongement par une 
déformation différentiable (la déformation étant fixe sur les « bases » MxO 
et Mx 1 du cylindre), ce qui nous conduit justement à l’isotopie de /et g. 

Grâce aux théorèmes démontrés, nous cesserons désormais de faire la 
distinction entre homotopie continue et homotopie différentiable. Dans 
le texte qui suit, nous considérerons des classes d’homotopie continue, 
différentiable par morceaux ou continûment différentiable de classe C°°, 
suivant le cas. 

La classe d’homotopie d’une application / se note [/]; l’ensemble des 
classes d’homotopie des applications N -+ M se note [AL M]. 

2. Homotopies relatives. Dans le texte qui suit, nous rencontrerons des 
homotopies et des classes d’homotopie auxquelles on a imposé certaines 
contraintes. Citons-en quelques-unes: 

a) Soient deux variétés N et M dont chacune présente un point de 
base .r 0 e N et y 0 e M. On demande que .v 0 se transforme en par toute 
application f: N -+ M (de même que par toute homotopie). On dit alors 
que la classe d’applications (classe d’homotopie) est liée en un point. 

b) Soient deux variétés à bord N et M de bords T = DN et A =dM. 
On demande que le bord T se transforme en le bord A par toute applica¬ 
tion /: Af -► M et par toute homotopie. Une telle classe d’applications est 
dite relative (relativement aux bords). 
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c) Soient deux variétés N, M non compactes (ouvertes). On demande 
nue l image réciproque d’un point quelconque par l’application/: N-+M 
Joit compacte. La meme condition est demandée pour les homotopies F\ 
KxI-*M. Une telle classe d'applications (d’homotopie) est dite propre. 

d) La classe la plus générale d’applications relatives est la suivante. 
Soit, dans chacune des variétés N et M, un ensemble de base A c N et 
B <=■ M. On demande que B soit l’image de A par toute application f et 
par toute homotopie F. L’ensemble des classes d’homotopie correspon¬ 
dantes se note [(iV, A)-, (M. B)]. 


§ 13. Degré de l’application 

1. Définition du degré. Dans ce paragraphe, nous examinerons surtout 
les classes d’homotopie des applications de deux fermés orientés N et M 
de même dimension n, particulièrement lorsque M est une sphère. Soit 
une application différentiable /: N -* M. Choisissons un point y 0 e M et 
supposons que / soit une application régulière pour y 0 e M. Cela revient 
à dire que l’image réciproque de y 0 est constituée par un nombre fini de 
points x, (/' = 1, .. ni) de la variété N aux coordonnées locales (.vf) dans 

le voisinage des xyet (;>J) dans le voisinage de y 0 , les jacobiens det f — | 

, . , V dxf ) 

étant non nuis, i = 1,.... m. Rappelons que les variétés N et M sont mu¬ 
nies d'une orientation, c’est-à-dire que tous les jacobiens de passage des 
coordonnées locales d’un voisinage à celles d’un autre sont positifs. 

Définition 1. L e degré d’une application différentiable f: N -*• M 
de deux \ ariétés fermées orientées connexes en un point régulier par rap¬ 
port à une valeur régulière y 0 e M est la quantité 


de g/= E sgn det(-^f-) 

/< 4±, 0 V c *? ) 

(les signes des jacobiens des applications étant bien déterminés dans tous 
!es .v,). 

On a le théorème important que voici: 


rcJn^^V’ U degré dime a PP licaUon est indépendant de la valeu 
guliere choisie y 0 et est invariant par toute homotopie. 

a ^ em p ns t rat ion. Montrons d’abord que le degré ne déüend oa 

régulière voi meïv régUllè , re - Ce ré$ultat est ™médiat pour toute valeu 
et de même sî^e reCiproc l ues sont au même nombr 




I 
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lemme sur la /-régularité (voir § 10), on peut choisir un chemin y tel que/ 
soit /-régulière en tout point de y et régulière en ses extrémités y 0 , y v Con¬ 
sidérons l'image réciproque / -1 (y), qui, en vertu de la /-régularité, est une 
variété à bord différentiable à une dimension dans N ; son bord est constitué 



de deux parties: / -1 (v 0 ) et/ -1 (y,) — voir la figure 29 pour n = 2: ici les 
points x i0 forment l'image réciproque / -1 (y 0 )> et les points x il9 l’image 
réciproque/ -1 ^). (Les points x i0 , x n sont affectés d’un signe; remarquons 
que les différents points du segment y peuvent avoir un nombre différent 
d’images réciproques.) Etant donné qu'un segment possède exactement 
deux points extrêmes qui interviennent dans le bord avec des signes opposés, 
le théorème est immédiat (en observant bien la figure). 

Démontrons maintenant la partie du théorème où il s'agit de l’invariance 
du degré de l’application par toute homotopie de / Soit une homotopie 
différentiable F: Nxl -► M , où / = F(x , 0). On peut admettre que l'opé¬ 
ration d’homotopie — l'application F — est régulière en j 0 . Considérons 
l’image réciproque F -1 (>' 0 ) (voir la figure 30 où l'on a représenté le cas de 
w = 1 ; le point y 0 peut admettre un nombre différent d’images réciproques 
dans les différents instants /, la somme algébrique des signes restant inchan¬ 
gée). 

Ce cas est analogue à celui de la figure 29, car F -1 (j’ 0 ) est une variété 
à bord non singulière à une dimension dans AxI; son bord se compose 
de deux parties qui correspondent à / = 0 (c'est / -1 (j 0 )) et à /= 1. Le 
nombre entier mentionné dans le théorème reste évidemment le meme 
pour / = 0 et pour / = 1. Le théorème est démontré. 

2. Généralisations de la définition du degré. Indiquons quelques exten¬ 
sions utiles de la notion de degré: 
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A) La notion de degré d’une application se laisse généraliser d’une 
façon naturelle à une classe d’applications relatives entre deux variétés a 
bord. Soit une application 

f- (N. à N} -> (M\ dM), 



Fig. 30. 


où M et N sont deux variétés compactes (à bord) de même dimension n. 
Puisque le bord d'une variété se transforme en celui de l’autre, l’image 
réciproque d’une valeur régulière intérieure y 0 £ M est contenue tout en¬ 
tière à l’intérieur de N , ce qui est aussi vrai pour son image réciproque par 
une homotopie. Le degré de l’application deg / est donc indépendant du 
choix de la valeur régulière y 0 à l’intérieur de M et est invariant par toute 
homotopie dans la classe d applications donnée; la démonstration de ce 
fait est calquée sur celle du théorème 1. 

Remarquons que les bords dN = F et dM = A sont des variétés fer¬ 
mées orientées de dimension n — 1 (N et M étant orientées). Supposons 
que les bords soient connexes (cela n’a pas beaucoup d’importance d’ail¬ 
leurs). L’application / possède également un degré sur les bords, d egfldjsr 
On a le 


Théorème 2. Le degré de l'application du bord coïncide avec le degré 
de l'application de la variété elle-même, deg f\ dN = deg/. 

Démonstration. Par une petite homotopie différentiable, chan¬ 
geons tout d abord l’application relative de façon qu’aucun 

point intérieur de N n’admette pour image un point de dM . A cet effet, 
considérons, dans un petit e-voisinage U B du bord dM, le champ de vecteur 
unité normal n(y) orienté vers l’intérieur de M, et une C°°-fonction numé¬ 
rique <p(y)Z0, égale à e sur le bord dM, du e-voisinage, nulle sur son autre 
bord et qui est monotone et décroissante en s’éloignant du bord dM. Nous 
donnons à cette fonction un prolongement nul sur M tout entière. Consi¬ 
dérons un domaine V = f~ l (U e ) c N. C’est le domaine de concentration 
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de la fonction <p* = <p(f(x))> 0, le maximum de cette dernière étant situé 
sur rimage réciproque du bord. Définissons ensuite une deuxième C°°-fonc- 
tion ^(x)>0 sur N, nulle sur dN = r, égale à J en dehors d’un petit ^-voi¬ 
sinage du bord dN et qui est monotone et croissante en s’éloignant du bord. 

Supposons que, par l’homotopie évoquée de f, l’image d’un point 
xeNse déplace sur M d’une quantité \j/{x) (p(f(x)) à partir du bord le long 
d’une trajectoire du champ de vecteur n(y). Il est évident que les points du 
bord r resteront inchangés (^(x) = 0), de même que les points situés en 
dehors de V E (car cp(f(x )) = 0). Tous les autres points subiront un dépla¬ 
cement positif (quoique petit). 

Passons à la démonstration du théorème 2. Considérons Timage réci¬ 
proque f-tyo) d’un P oint régulier y 0 de/ situé sur le bord dM. Elle est 
contenue tout entière dans dN. Remarquons qu’en faisant subir à y 0 un 
déplacement suffisamment petit vers l'intérieur de N , le nombre d’images 
réciproques et leurs signes resteront inchangés (les orientations des bords 
et des variétés étant compatibles); en effet, ces quantités vont varier conti¬ 
nûment jusqu’au passage par le point dégénéré. Aussi deg f\dN= deg /. 
Le théorème est démontré. 


B) Une deuxième extension de la notion de degré concerne la classe 
des applications propres. 11 est évident que toutes les définitions restent 
valables dans ce cas, de même que le théorème 1 avec sa démonstration. 

C) La notion de degré reste valable aussi quand aucune orientation 
n’est déterminée, mais les signes des jacobiens cessent d’être invariants. 
Le degré se définit donc seulement comme résidu modulo 2. 


3. Classification homotopique des applications d’une variété dans une 
sphère. Dans le cas où la variété M est une sphère S n h n dimensions, le 
degré de l’application est un invariant homotopique total. On a alors le 


Théorème 3. Deux applications différentiables f, g : N -> S n d un fermé 
orienté à n dimensions dans une sphère à n dimensions sont homotopes si et 

seulement si elles sont de même degré. 

Démonstration. Soit deg /= deg g . Plaçons-nous d abord 
dans un cas simple où il existe une valeur régulière^ e dont les nombres 
d’images réciproques par f et g sont exactement égaux aux egres e ces 
applications et égaux entre eux. L’homotopie entre f ci g sera cons rui e 
alors en plusieurs étapes: 

1. Déformer/en sorte que les images réciproques/' 1 0»o) et g Ü'o) 
viennent se confondre en une seule. 

2. Les jacobiens étant tous de même signe par hypothèse, faire subir 

à/une déformation de manière à obtenir une application 0 . 

rentielle se confonde avec celle de g en tout point de imag P 

3^Choisfr un^petit e > 0 et déformer/et g dans ,es X^'inaees de 
toutes les images réciproques de y 0 de façon que, dans es e 
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celle-ci, les applications/et g deviennent linéaires par rapport à des systèmes 
de coordonnées locales appropriés; on demande que les images des e-voi- 
sinages admettent pour image par un difleomorphisme la sphère S”, et 
leurs bords, le point opposé à y 0 . On peut admettre que le complémentaire 
des c-voisinages s'envoie tout entier sur ce point, car le complémentaire 
de y 0 dans s ' est l’ es P ace euclidien R". 

A la suite de toutes ces déformations, les applications / et g se confon¬ 
dront. 

Considérons à présent une application générale /régulière en y 0 e S 1 . 
On peut faire subir à/la déformation 3 décrite ci-dessus (bien que le nom¬ 
bre des images réciproques soit supérieur à deg/= m). En le faisant, on 
met l’application sous forme canonique: le point y 0 admet m + 2q images 
réciproques x x ,.. x m + 2q ; les ^-voisinages de ces images réciproques s'ap¬ 
pliquent linéairement sur la sphère S n , tandis que le complémentaire de 
ces voisinages admet comme image le point opposé à y 0 ; les jacobiens de/ 
dans les points x l9 . ..,Jc m sont de même signe, et dans les points .v m + f , 

x m+q +i (#= 1. q) de signe opposé. Construisons une application du 

voisinage du chemin y dans IVxI telle que le bord du voisinage se trans¬ 
forme en un point y* (fig. 31). Une telle construction est de toute évidence 
possible, vu les signes des jacobiens en (. x m+i , x m+q+i ). Sur les ^-voisinages 
des autres images réciproques, l’homotopie est considérée comme identique. 
Le reste de la variété N n xl se réduira par l'homotopie à un point. En cons¬ 
truisant une application qui supprime un couple d’images réciproques, 
on achève la démonstration du théorème. 

Exercice. On donne le degré modulo 2 de deux applications de fermés 
non orientés de dimension n dans une sphère S n ; démontrer un théorème 
analogue au théorème 3. 

Remarque. La construction d'une homotopie F pour n = 1 présente 
des particularités notables par rapport au cas général. Nous laissons au 
lecteur le soin d'examiner ce cas à titre d'exercice. 



Fig. 31. 




4. Quelques exemples élémentaires. Exemple 1. Tout polynôme de degré 
n à coefficients réels définit une application propre R -► R (le nombre de 
solutions de l’équation /( x) = c n’étant jamais supérieur à n). Le degré 
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de cette application est égal a 1 pour n impair et à 0 pour n pair (fleure v> 
a et b respectivement), il s ensuit en particulier que tout polynôme de 
degré impair admet une racine réelle: s’il y a un point dont l'image récU 
proque est vide, le degre est égal à 0. e 




Fig. 32. 


Exemple 2. Considérons une application /: S 1 -► S 1 d‘un cercle dans 
un cercle. Le cercle peut être regardé comme une droite dont les points 
x + 2nn sont collés ensemble pour n entier. Tous les points y + 2nn de 
l’image sont identifiés de la même façon. La fonction y = /( x) définit une 
application d’un cercle dans un cercle si l'on a 

f(x + 2 n) =f(x) + 2 nk 


pour x quelconque et k entier. En regardant la courbe représentative de 
cette fonction (figure 33 pour k = 2), on s'assure que deg/ = k. 



On a donc pour le degré de l’application 

































110 


DEGRÉ DE L’APPLICATION. INDICE D’INTERSECTION 


[CH. 3 


Le cercle peut être regardé comme une courbe |z| = 1 dans le pi an 
complexe: alors toute application S 1 -*■ S 1 est homotope à une application 
canonique du type z >-> z n , où n est le degré. 

Exemple 3. Un polynôme complexe w = f(z) de degré n définit une 
application propre du plan complexe,/: R 2 -► R 2 , ou une application entre 
deux sphères riemanniennes S 2 = CP 1 , 

f : S 2 - S 2 

(en ajoutant le point oo). Dans le cas particulier où /(z) = a 0 z n (a 0 + 0), 
le degré de cette application est évidemment égal à n. Remarquons ensuite 
que tous les polynômes de degré n au terme dominant non nul définis¬ 
sent des applications homotopes. L’homotopie est évidente: 

F{z, t ) = a„z" +(l—t) [fliZ"- 1 + ... + a „], 

où f(z) = a 0 z" + a^"- 1 + ... + a n ; 0</<l. On a de toute évidence 
F(z, 0) = /(z)et F(z, 1) = aoZ", a a # 0. 

Corollaire 1 (théorème de Gauss). Tout polynôme de degré n + 0 
admet une racine. 

En effet, si l’équation/(z) = 0 est impossible, l'image réciproque/" 1 ^) 
est vide et deg / = 0, d’où contradiction. 

Exercice. Vérifier que le degré d’une application rationnelle S 2 -> S 1 
est égal au plus grand des degrés du numérateur et du dénominateur. 

Un exemple plus général est donné par une application holomorphe 
(analytique complexe) entre deux variétés complexes fermées: 

/: N -* M. 

On a un simple théorème que voici : 

Théorème 4. Si deg /= q, on a q ^ 0, et la valeur régulière y 0 e M de 
f admet exactement q images réciproques, le jacobien étant positif pour 
chacune d'elles. 

Démonstration. Le déterminant d'une application linéaire 
complexe A est toujours positif (voir Première partie, § 12): 

det R A = | det C /f| 2 >0. 

En appliquant ce résultat aux jacobiens dans les points de l'image réci¬ 
proque de y 0 , on retrouve l'assertion du théorème, car on a par définition 

deg/= £ sgn det c = £ (+1) = q. 

/=i V i-i 

Le théorème est démontré. 


$ 14 ] 
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Dans l’exemple 3 ci-dessus l’équation /(z) = c admp . , , 

néral, exactement n solutions, ce qui ressort du théorème 4 * “* gé ‘ 

Un autre exemple d application holomorphe est la nrô;<w; a ■ 
surface riemannienne d’une fonction algébrique ,,-vaIeme * 

où cette fonction est definie (ou sur une sphère riemannienne Æf 
Dans le cas considéré le degre est évidemment égal au nombre des feuil¬ 
lets n de la surface riemannienne. eU11 

Exemple 4. Considérons une application/d’un fermé Nk n dimensions 
dans R- C est évidemment une application propre, comme toute applica- 
tion d’un ferme dans n importe quel espace. On connaît donc Je deere 
deg/; il est égal à 0. Pour démontrer ce fait, il suffit de remarquer que' N 
étant compact dans R , il existe des points dont l’image réciproque 
/- J (>’o) est vide; ce sont des points suffisamment éloignés dans R n . 

Il s’ensuit que l’image réciproque d’un point quelconque ye R n se 
compose d’un nombre pair de points chaque fois que ce point correspond 
à une valeur régulière. 


Exemple J. Considérons une application entre deux variétés à bord 
orientées, /: (iV, dN) -► (M, dM), telle que sa restriction au bord soit un 
difféomorphisme, dN « dM; supposons aussi que ce difféomorphisme con¬ 
serve l’orientation. On a alors deg/ = 1 en vertu du théorème 2. En parti¬ 
culier, étant donné un changement de coordonnées y = f(x) dans un do¬ 
maine U de R'* limité par un bord différentiable r = dU sur lequel le chan¬ 
gement en question est biunivoque, l’application / est de degré 1 aussi 
bien à l’intérieur de U. 


§ 14. Quelques applications du degré 

1. Le degré et Pintégrale. Voyons l’incidence d une application de 
degré fini sur le comportement de l’intégrale d’une forme différentielle 
de rang n suivant un fermé orienté de dimension n. Soient/: N-> M une 
application différentiable de degré q = deg/et Q une forme différentielle 
de rang n = dim M = dim N sur M, qui s’éent 

( Pi(ÿ) dy \ A • • • A dyî 

dans un système de coordonnées locales (yf) introduit sur M. On 

les intégrales Ij D et où f*Q est la forme définie (localement) 

aV kt 


comme 


f*0 = <Pi{f{x)) dx) A ... A dxJ dct( ) 


dans le domaine de N muni de coordonnées (*>), ^^coordonnées (y?) 
Pa«ie de ce domaine qui tombe sur le domaine muni de 
l’application f. 
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Théorème 1. On a 


[TB = (deg /) jfl. 

N M 

Démonstration. Considérons un domaine U <= M constitué 
entièrement de valeurs régulières de l’application / et situé dans un voisi¬ 
nage suffisamment petit d’une valeur régulière y„ e M. L’image récipro¬ 
que f~'(}'o) se compose d’un nombre fini de points x u ..., x m . L’image 
réciproque f~\U) du voisinage U du point y 0 est la réunion 

f~\U)=U t U ...uu m 


d'ensembles disjoints Uj aux coordonnées (x]),j = 1. m; x = I, .. 

Désignons par (yi) les coordonnées introduites dans U, avec a = I,_ n. 

Tous les points des domaines Uj sont réguliers, car U ne comprend que des 
valeurs régulières de /. Dans chaque Uj l’application f est biunivoque: 


On a en vertu de la formule de changement des variables d’une intégrale 
multiple 


j <p(y(x)) dx) a ... a dxj = sgn det|^°-j ^ <p(y)dy\ a ... a dy" u . 

Uj U 

De cette formule on tire, en faisant la sommation pour tous les U jy que 
j f*0 = ( ç sgn det (-^-)jJ Q = ( de S f ) 

f-HU) U U 


Ensuite, si le jacobien de l’application / s'annule sur un ensemble V, 
la forme f s'annule aussi sur V. En vertu du lemme de Sard (voir § 10) 
l'ensemble des points réguliers sur M est un domaine ouvert partout dense 
dans M ; la formule déduite ci-dessus achève donc la démonstration du théo¬ 
rème, car l'intégrale est une fonction additive du domaine. 


Remarque . Le théorème 1 reste aussi vrai pour les applications propres, 
si la forme Q est à support borné (admet un support compact sur M ), et 
pour les applications de variétés à bord. 


Corollaire 1 (voir § 13, exemple 5). Etant donné un changement de va¬ 
riables biunivoque au bord d'un compact dans R n , on a Jdeg / = 1 et les inté¬ 
grales des formes Q et f*Q ont même module {même si le changement nest 
pas biunivoque à l'intérieur du compact). 


2 . Degré du champ de vecteurs sur une hypersurface. Considérons main¬ 
tenant un champ de vecteurs différentiable (£*(*)) = f, a=l 
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w , , i , r wu^nuicn d // dimensions muni 

de coordonnées (a . ..., a ) et qui ne s'annule pas dans U. On a alors dans 


U le champ de vecteurs unité n{x) = Cela revient à définir une 


application sphérique (gaussienne) J du domaine U sur une sphère S"~*‘ 

J(x) = n(x). 


le vecteur n(x) du second membre ayant son origine à l'origine des coor¬ 
données. Soit une hypersurface fermée quelconque Q située tout entière 
dans U: on connaît alors le degré deg / Q de l’application /sur cette hyper¬ 
surface. Ce degré est appelé le degré du champ de recteurs sur Q. Sup¬ 
posons que l’hypersurface Q soit définie localement sous forme paramé¬ 
trique: 

A- a = A’V, ...,II n - 1 ), X = 1 , 

On peut définir alors sur la sphère S" -1 e R", et même sur le domaine 
R"\0 tout entier, une forme différentielle fermée Q de rang (n — 1) (forme 
de volume sur S n ~'): 




0 = 


£ (— 1 /.Y 1 a d. Y 1 A ... A dx' A ... A dx" 
y„ ~ ((.Y 1 ) 2 + . . . + WF 


(le symbole indique que la différentielle qu’il surmonte est omise). Le 
coefficient de normalisation est défini par la condition 


Pour le plan R 2 (« 


0 = 1 . 


S"-i 


2) muni de coordonnées (x, y) on a 



f x dy — y dx \ 
V .y 2 + y 2 J 


ou Q = en coordonnées polaires. Pour l’espace R (n = 3imum de 
2ji 

coordonnées (x, y, z) on a 

1 /a dy a dz- y dx a dz + zdyAdx \ 

Q = ~4n ( (x 2 + y 2 + z 2 ) 312 )' 


ou Q = JL| sin O dOdcp en coordonnées sphériques. 
4/7 

Le théorème I donne lieu au 


8-302 
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Corollaire 2. Etant donnés un champ de vecteurs quelconque ç(x) et 
une hypersurface fermée Q y le degré du champ £ sur Q est égal à 

Q 

ou f est rapplication sphérique de Gauss: 


degr-deg^.i^de. 


'P 

.. P i 

IP_ 

dp 

du 1 

du 1 

d? 

dp 

k du"- 1 

du"- 1 ) 


du 1 A ... A du 


Ce corollaire ressort de la définition de f*Q et de la décomposition de la 
forme Î2 indiquée plus haut. Pour n = 2 on a 

d^/.-Li*.{.'«il 

2 * ü i«i , l dt dt r 

où t est le paramètre de la courbe et P(t), P(t) les coordonnées du champ 
de vecteurs construit sur la courbe. Pour n = 3 on a y 3 = 4n. 


deg / 


= * rr dudv 

' ))~W 


det 


1 P 

P 

S 3 

dP_ 

dp_ 

dp 

du 

du 

du 

dP_ 

1 ^ 

1 ><a 

dp 

^ dv 

dv 

dv 

J JL 

JLl 

\ 

C [ du’ 

dv J 

/ 


n ,| C0I î S ‘.^ é X S 1C ?? Pf rtlculier où «*) est le champ de vecteurs unité 
(K| - 1) orthogonal a Q et orienté vers l’extérieur de 0 

s’écrit" (V01t rCmière Partie ’ § 26 > <J u ’ en Pareil cas Informe f*Q 
f*® ~ Kdo = K^gdu 1 a ... a du n ~ l , 

Principal) rhyperSUrface ( P rodu it de ses courbures 

standard engendré oar i?métrin ’- A h M " * CSt Un élément de volume 

dans l’espace R" muni de la 1D ~ par * e Pl° n g em ent de Q 

(1= „a3) K-ÆV K ,en ”. e ' , Pour " " 2 » n . * _ Æ 

naturel; et K- k (la courbure de la courbe). Pour n = 3, 
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K est la courbure totale ordinaire de la surface et do = VEG-E 2 du h dv 
l’élément d’aire ordinaire. > 

Nous avons donc démontré le 


Théorème 2. L intégrale de la courbure K suivant une surface fermée 
coïncide , à un facteur y n près (aire de la sphère unité dans Vespace à n dimen¬ 
sions), avec le degré de l'application sphérique. 

3. Nombre de Whitney. Formule de Gauss-Bonnet. Nous nous atta¬ 
cherons maintenant à calculer le degré d’une application sphérique dans 
les cas des courbes et des surfaces (n = 2 et n = 3). 

Cas de n = 2 (les courbes). Soit une courbe fermée y = (x(t), y(t)) 
«générique» dans 1 espace R*-. Ce dernier qualificatif veut dire que x(t + 
+ 2k) — x(t), y(t + 2 n) = >’(/), le vecteur (x y ÿ) est non nul pour t quel¬ 
conque et chaque point de croisement de la courbe dans R 2 est un point 
double, les vecteurs tangents aux branches de la courbe étant linéaire¬ 
ment indépendants au point de croisement (fig. 34). 




©+0 + © + ®-Æ 
Invariant W(y)-0 


Choisissons sur la courbe un point simple t 0 . On entend par nombre de 
Whitney W(y) (ou nombre algébrique des points de croisement) la somme 
S (± O des signes de tous les points de croisement pour une courbe plane 
générique. Chaque point de croisement est affecté d’un signe selon la règle 
suivante: on introduit dans le plan un repère [1,2] définissant l’orientation 
(voir fig. 34); en commençant le parcours de la courbe y par le point t 0 et 
rencontrant un point de croisement pour la première fois, on marque le 
vecteur tangent à la branche de la courbe du chiffre 7; en rencontrant ce 
même point pour la deuxième fois, on marque la branche du chiffre 2. 
A chaque point de croisement répond donc un repère dont le signe peut 
coïncider avec celui du repère introduit dans R 2 ou être inverse de celui-ci : 
dans le premier cas le point en question est affecté du signe «+», dans 
le second cas, du signe « — ». La parité du nombre de Whitney, 
c’est-à-dire la parité du nombre des points de croisement de la courbe, 
obéit à la condition suivante : 

Théorème 3. La parité du nombre des points de croisement d'une 
courbe est opposée à celle du deg /. 

Démonstration. Si la courbe n’est pas croisée, on a W(y) = 0 
et deg/ = +1 ; le théorème a donc lieu dans ce cas. Nous démontrerons le 
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théorème par récurrence sur le nombre des points de croisement. Supposons 
d’abord que la courbe régulière générique admet une portion fermée « mini¬ 
male » limitée par un point de croisement, ne renfermant aucun point de 
la courbe ni portant le point initial t 0 (fig. 35). Choisissons un domaine D 




autour de cette portion de la courbe, en ayant soin de ne renfermer dans D 
aucun autre point de la courbe, et faisons des «chirurgies» sur la courbe 
a 1 intérieur de ce domaine. La courbe sera transformée de façon naturelle 
en conservant l’orientation (fig. 36, a, b): y - 7l + y 2 . A la suite de chaque 
«chirurgie», dans les cas a) et b ), le nombre des points de croisement diminue 
de 1. En supprimant la portion fermée non croisée de la courbe qui se forme 
a ors, 1 intégrale (c’est-à-dire le degré deg/) augmente de 1 dans le cas a) 
e iminue de 1 dans le cas b ). Il en est de même pour la quantité W(y). 
e theoreme est démontré dans le cas particulier considéré. 

^ L t a i aÇ ° n d agir r ! Ste ,a même dans le cas général: on abordera chaque 

fon a H d l C t ro ' Seme , nt dC tC,,e faç0n que la courbe V* (% 37 > soit non croisée 
on in ersection avec la courbe y^. La courbe sera transformée 



Fig. 36. 

S5?. Ü2 SSSS ÎSSÆ ST* V - 

. p ST's'r donc biM an cas “• 
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façon (comme des nombres entiers et non seulement comme les résidus 
nodulo 2). En choisissant t 0 sur le contour extérieur de y, on montre qu’il 
est toujours possible de trouver une portion y s telle qu’on vient de la définir 


Â 



Fig. 37. 


et que la chirurgie est toujours réalisable. A l’aide de ce résultat, on peut 
annoncer une assertion plus précise que le théorème 3: la quantité fV(y) est 
égale soit à deg f + 1, soit à deg/— 1, ce qui peut dépendre du choix de 
/„ sur la partie extérieure de y (en dehors des points de croisement) (fig. 38). 

Cas de n = 3 (les surfaces). Cherchons maintenant le degré de l’ap¬ 
plication sphérique /: Q -*• S 1 pour une surface différentiable fermée 
orientée Q dans R 3 . Le degré d’une application / est par définition égal 
au nombre des images réciproques de la valeur régulière y 0 e S 2 de 1 ap¬ 
plication. On peut supposer que yo soit le pôle supérieur de coordonnées 
(0, 0, 1) de la sphère S 1 (la sphère étant définie dans R 3 ). Sans diminuer la 
généralité, nous pouvons supposer que le pôle opposé y* = (0, 0, 1 ) soit 



fV-û-dei) f-1 W-2-izqf*1 

deg f- + l deg/- + / 

Fig. 38. 


aussi un point régulier. La régularité des points d un couple de points 
opposés de la sphère signifie que leur image sur le plan projectif R P par 
l’application composée 

Q^* S 2 -> R P 2 

est aussi un point régulier. On a donc le 
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Lemme 1. Considérons sur Q une fonction de la hauteur cp dont l a 
valeur dans un point PeQ se confond avec la coordonnée z = cp(P). Chaque 
point critique de cp est alors un point non dégénéré ; / ensemble de ses points 
critiques se confond avec la réunion des deux images réciproques : f 1 (}•„) U 

Démonstration. Le gradient de la fonction cp(P) = z s’annule 
sur Q dans les points où Taxe z est orthogonal à Q Ces points coïncident 
précisément avec la réunion des images réciproques f (>’o) U f 0*6 ) 
des deux pôles. On a vu dans la Première partie, § 26, que le jacobien de 

T application Q S 2 dans les points de l’image réciproque f~ l Oo) coïn¬ 
cide exactement (en coordonnées spéciales) avec le déterminant de la hes¬ 
sienne de la fonction z = cp qui se confond avec la courbure totale. Ce ré¬ 
sultat reste vrai pour la fonction z = — cp dans le cas des points de 1 image 
réciproque /“^G’?)• Si donc les images réciproques U/" 1 Otf ) sont 

non dégénérées, cela implique la non-nullité de la courbure totale K , ou 
celle de la hessienne de la fonction cp ou — cp. Le lemme est démontré. 

Ecrivons maintenant une égalité bien évidente: 



(—l)"- 1 det 



dans laquelle (u 1 , ..., u"" 1 ) sont des coordonnées locales introduites dans 
le voisinage d'un point quelconque de la surface Q. Cela nous permet de 
distinguer les cas de /? pair et impair. Dans le cas considéré on a n — 1 = 2, 
d'où il ressort que les jacobiens de l’application / en tout point de la réu¬ 
nion / _1 (jo) U f~ l (jo) sont de même signe que la courbure totale K de 
la surface dans ces points. En déterminant le signe, on n’a pas besoin de 
préciser le sens de la normale extérieure et intérieure à la surface Q , donc 
les fonctions cp et — cp. En sommant les contributions faites par tous les 
points affectés de signe, on a le 


Lemme 2. On a l'égalité 


2 deg/= Yi (“1 Y iPj \ 
pj 

la sommation étant faite pour l'ensemble des points critiques de la fonc¬ 
tion de la hauteur cp = z, avec <x(Pj) = 0 pour les points minimum et maxi¬ 
mum, où sgn K = +1, et ol(Pj) = 1 pour des points cols , où sgn K = — 1. 

Montrons maintenant que pour les surfaces à g anses la quantité figu¬ 
rant dans le second membre est exactement égale à 2 — 2g. On trouve 
facilement une surface plongée dans R 3 sur laquelle la fonction de la hau¬ 
teur admet un point minimum, un point maximum et exactement 2 g 
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1 (voir fig. 39 où sont marqués les points stationnaires). Pour 
P ^rfa^s plongées dans R 3 et munies de g anses on a 


2 deg / = -L! i K do = 2-2 g. 
2n J 
Q 





Fig. 39. 

sait pa, ailleurs que la valeur de^tfo teste ‘>“ and °" d °°"' 

de peli.es variais à la méttiqîe suruue variété Q à deux dirons, 
„ , t „ * - 0 (voir Première partie, 5 37), Soient rf «4> *« —- 
ques riemanttiennes sur Q. Considérons la famille de métnques 

g ,fi) -«!)> + (> 

, • /.\ pet oositive pour tout t e [0, l]> StA 

Il est évident que la métrique g,/ r la mêm e pour 

-*,?> et S,/1) - *»>■ Il s’et*"* 1“ e 1 , " ,sgral 5 

O . , 

les métriques s«> « s!)'-Cela aehève la démonstratton » ^ 

THtonÈMH 4 (Gauss-Bonnet). E m « 
munie d'une métrique riemanmenne qu 

J—t R do = 2 - 2g. 

Ait J 

vecteurs. Considérons 

4. Indice d’un point singulier du c amp singu üer isolé d'un 

l’application sphérique dans le V0 ' s ' n vecteurs £ = £(x) défini dans e 
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voisinage d'un point .v 0 de l’espace R". Utilisant la terminologie usuelle 
nous disons que A' 0 est un point singulier du champ Ç si l’on a ç(x 0 ) = q- 
le point singulier .y 0 est dit point isolé si ^ ne s’annule pas dans les points 
distincts de a 0 et situés dans un voisinage suffisamment petit de a 0 : on dit 
que x 0 est un point singulier non dégénéré si 


det (*? 
\ ôx» 


)+°- 

X=X Q / 


Lemme 3. Tout point singulier non dégénéré est un point isolé. 
Démonstration. L'équation = 0 a pour solution v = Y 

— J Ï 0 pour x = x 0 , le lemme résulte du théorème sur 
les fonctions implicites. 

Les racines d un point singulier non dégénéré sont les valeurs propres 
K - • • •■» A, de la matrice I 


V dx fi ) ï=Xo 

L indice d un point singulier non dégénéré ,v 0 est le signe 


sgn detf^”; ] = S gn(;. 1 

= X Q J 


V dx f 


our les champs de gradient ç* — ——- l’indice d'un point singulier se 
confond avec le signe de la hessienne 


sgn det 






Z'iïtlf 1 3U n ° m J bre des Carrés né 8 atifs dans la représentation cano¬ 
nique de la forme quadratique d 2 f\ x=x . 

poim sTnîuïï 8 T SphèrC ,?■ = S '" 1<>de petit ra y° n c > 0 entourant le 
vertu de ^ ! r . ,solc Y " et lell 0 e q ue Ie champ £ ne s’annule pas sur Q t . En 
qu on a vu au n 2, il existe alors une application sphérique 

U : Qe - S"- 1 . 

P , 3r A U ! k ' e , d ün point sin ë ulier ^olé x 0 d’un champ de 
vecteurs ç, on entend le degré de l’application sphérique: 

ind *.(É) = deg f Xo . 

singulier no^ dégénéré! 1 CqU ‘ Valentes chaque fois qu-il s ’*g't d’un point 
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THÉORÈME ^. Un point singulier non dégénéré x, d'un chamo éM 
vérifie Tégahte am P «*) 

deg /*„ = sgn det ! \ 

Lv 

Démonstration. Dans un voisinage suffisamment petit de * 
le champ de vecteurs ç(.v) est homotope à un champ de vecteurs linéaire 

£ (1)f, (x) = j (x y —xl): par cette homotopie le champ ç(x, t) (O^tç 1) 


OX y x-- x 0 

s’annule seulement en Auquel que soit /; ona ç(.v, 0)=ç(.\r), £(.v, l)=ç<'>( v ). 
En effet, le champ £ peut s'écrire sous la forme 

ftv) = ?'\x) + ç^)(.v), 

où |ç ( 2 ) (-v)i = o (|£ u> |). On pose 

Ç(x, t ) = ç (1) (.\) + (1 - t) £<->(*). 


Une homotopie ainsi définie présente toutes les propriétés requises dans un 
voisinage suffisamment petit du point x 0 . Elle fait subir une homotopie 
différentiable à l’application f Xt : Q r -* S" -1 , et la partie linéaire du champ 

reste inchangée. Les deux membres de l'égalité deg/ Vu =sgn detf-^-. ] 

V d-Y X = x t ! 

sont donc conservés. Reste à calculer le degré de l'application linéaire 
de é (1 >: 


m v) = 


C ( 11 (.v) 

I^ ( 1 ) (.y), ‘ 


Dans le cas linéaire le champ £*** donne lieu à un isomorphisme linéaire 
entre le voisinage du point a 0 et le voisinage du zéro dans R" 1 tout en 
étant biunivoque sur la sphère de rayon e, Q c -* S" l . Chaque point y 0 
de la sphère S"- 1 correspond à une valeur régulière et admet exactement 
une image réciproque. Le signe du déterminant fait savoir si 1 application 
conserve ou change l’orientation. Le théorème est démontre. 

Exemple 1 (n = 2). Sur le plan, un champ de vecteurs peut admettre 
ks points singuliers non dégénérés suivants. 

Indice 


centre (racines imaginaires pures, fig. 40, a) 
nœud (racines réelles et de même signe, fig. 40, b) 
foyer (racines conjuguées complexes, fig. 40, c) 
col (racines réelles de signes opposés, fig- 40, d) 
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L mdicc du point singulier est indépendant de l’orientation du champ. 
Si le champ est gradient d’une fonction /, les singularités suivantes peu- 
vent avoir lieu: 



Indice 

minimum de / 

+ 1 

col de f 

-1 

maximum de , 

-fl 



Indice 


minimum de / -fl 

col de type 1 (un carré négatif de <Pf) — 1 

col de type 2 (deux carrés négatifs de d 2 f) -fl 

maximum de / — 1 


Champs du type général (tous les # 0): 

Indice 

point sintulier du type source (Re A, > 0, i = ], 2,3) +1 

col de type I (Re 2, > 0, Re 2, > 0, 2, réel, A, < 0) -1 

col de type 2 (A, réel, Aj > 0, Re Aj < 0, Re A, «s 0) +1 

point singulier du type puits (Re A, s; 0, i = 1, 2, 3) —1 

ril y a soit trois racines réelles, soit une racine réelle et deux racines con¬ 
juguées complexes). 


Théorèml 6. Soit £ _ ç(x) un champ de vecteurs dans R" à points 
smgu lers isolés r,, .... v m ; soit Q une hypersurface orientée fermée dans 
k qui ne passe par aucun point singulier et qui limite un domaine D dans R". 
A ors le degre du champ de vecteurs £(x) sur Q , c'est-à-dire le degré de l'ap- 

sinou!° n spnr,c l ,te Q ?" *, est égal à la somme des indices des points 
singuliers x v . . .,x, k enfermés dans D. 

sammcnTfaihlt 1 rU o‘ 0n ' Considérons des sphères Q }t de rayon suffi- 
c > autour des points singuliers .xj; éliminons du domaine 
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§ 14] 


D les boules limitées par ces sphères (les points Xj y compris). On obtient 
un domaine D dont le bord sera 

cD — Q(j Qi^ u ... U Q ik , • 

Considérons dans D l'application sphérique /:£>-> S" -1 et une forme 
f*Q, où £2 est la forme définie dans le n° 2. Puisqu'on a dQ = 0 sur 
S"- 1 par raison de la dimension et que df*£2 = f*(dQ) = 0, on obtient 
d’après la formule générale de Stokes (voir § 8) 

0 = ^df*Q = ^ f*Q = - ^ f*Q, 

D dD Q Q, qe 

où le signe « — » tient à ce que l'orientation de la surface Q dans le bord t D 
est opposée à celle des sphères Q ie . Ceci étant, l'assertion du théorème 

q 

résulte du théorème 6 et de la définition de l'indice d'un point singulier. 

5. S urface transversale d’un champ de vecteurs. Théorème de Poincaré- 
Bendixson. Il est intéressant de considérer un cas particulier où Q est une 
sphère de rayon élevé et le champ çOc) n’est en aucun point tangent à Q. 
Une telle surface Q sera appelée surface transversale du champ <f. On a 
alors un lemme fort simple: 

Lemme 4. Le degré d'un champ ç sur sa surface transversale est égal 
à Vintégrale (normée) de la courbure {totale) de cette surface . Si la surface 
en question est une sphère , l'intégrale est égale à 1 

Démonstration. Le champ transversal sur 0 est homotope 
(dans la classe des champs non tangents à Q) au champ unité normal à 
cette surface. Le degré est invariant par toute homotopie. Pour un champ 

normal n(x) à la surface Q , la forme f*Q se confond a\ec Kde . où À 

V m 

est la courbure et y„ un coefficient de normalisation qui ne dépend que de 
la dimension (voir n° 2). Pour une sphère S" cette intégrale est égale à 

l’unité, — ^ K do = 1. Le lemme est démontré. 

Corollaire 3. Tout champ de vecteurs ,(.v) dans R" transversal à une 
sphère S"~ l (par exemple au cercle S 1 dans R-) admet au moins un point 
singulier à l'intérieur de cette spltcre. 

La démonstration s’obtient en taisant intervenir le théorème 6 et en 
se rappelant que l'indice de tout point non singulier est égal à 0. 

Remarque. Dans le cas du plan (n = 2), un exemple intéressant est celui 
où le champ £( v) admet une courbe intégrale (fermée) périodique Q (quand 
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clic existe). Il est évident que le degré de <; sur Q est égal à 1 ; il ressort 
du théorème 6 que le champ £ admet toujours un point singulier à l'inté- 
rieur de Q. 



L'information concernant les points singuliers et les surfaces transver¬ 
sales revêt un intérêt tout particulier lorsqu'il s'agit de décrire l'allure des 
courbes intégrales d'un champ de secteurs £(x)> surtout dans le plan. 
Considérons à titre d'exemple le cas où le champ Ç est orienté vers l'inté¬ 
rieur d'une courbe fermée transversale Q dans le plan R 2 (fig. 41) et admet 
dans le domaine limité par Q exactement un point singulier — du type 
source — ,r t : ce peut être un nœud ou un foyer. 

En pareil cas aucune courbe intégrale y = (x(t),y(l)) du champ t pre¬ 
nant naissance en un point de Q ne peut passer par „y 0 , car a' 0 est une source. 
Considérons l'ensemble limite oj + (y) de cette courbe constitué des points 
limites (dans R 2 ) des suites {y(/ x ), y(t 2 ), . -.}, où t { -► + oo pour i -► co. 
L ensemble oj+(y) est compact, fermé et exempt de tout point singulier 
du champ £. On a alors le 

Théorème (Poincaré-Bendixson). L ensemble co + (y) est une courbe 
intégrale périodique du champ ç sur laquelle la courbe y vient s'enrouler de 
l'extérieur (« cycle limite »). 

Le théorème sera démontré à l'aide de quelques lemmes. 

Li.mme 5. Si I ensemble (o + (y) contient un point A , il contient la courbe 
intégrale y tout entière passant par A. 

Démonstration. Si /f = lim y(/,), tous les autres points de la 
- . . 1—00 

courbe y s'obtiennent comme A t — lim y(/ t + f), — oo < / < oo. 

/-*oo 

Li mmi 6. Si I ensemble w + (ÿ) est compact et ne contient aucun point 
singulier du champ $ et si la courbe y n'est pas périodique elle-même, on 
peut faire passer par y une courbe transversale fermée de £. 
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Fig. 42. 

et ÿ(/«) par un segment transversal / de faible longueur et considérons 
une courbe fermée S = I U [ T lUt- '4 11 est évident que S se laisse appro¬ 
cher par une transversale fermée 5 passant par y (courbe en pointillé 
sur la figure 42). Le lemme est démontré. 

Lemme 7. Dans les conditions du théorème. U n existe aucune trans¬ 
versale fermée qui passe par la courbe intégrale y dans I ensemble tu (/)• 
Démonstration. Supposons au contraire qu'il existe^ pour 
y une transversale fermée S. La courbe y s'engage à l’mteneur de S quand 
l _► -f. oo, ce qui signifie que la courbe initiale /U) s engage elle dans 
Or, la partie de ÿ restée en dehors de S ne peut pas appartenir a t-rf/L 

(en vertu du lemme 6), et la courbe yU) s approche de / de I exteneur. 
Exemple. Considérons une équation du second ordre 

x + ax + bx =/(.v). -/(-V) = A--v). J>0 - h>0 ' 



Soit fiy) une fonction monotone d'allure représentée sur la figure 4.V Sur 
le Dlan de phase (v, v v) on a un champ de vecteurs •, (.v . •. 

-tx - fiy))- Un cercle S* de rayon suffisamment eleve est tran>vers 
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au champ Ç, ce dernier étant orienté vers 
finie du plan (x\ y) le champ £ admet un 

( t V« \ 

-Ï-) s’écrit 

cW 


l’intérieur de S 1 . Dans la partie 
point singulier (x = 0, y = 0). 


0 ') 

-b -a + rm 


et les racines sont les suivantes: 



où p — /'(O) - a. 

Il s’ensuit que le point singulier (0, 0) est du type source quand Re ). x > 0 
ou /'(O) > a. En vertu du théorème de Poincaré-Bendixson l’équation (ou 
le champ f) admet un cycle limite. 


§15. Indice d’intersection 
et ses applications 


1. Définition de l’indice d’intersection. Soient, dans une variété N 
de dimension n (par exemple R"), deux fermés P et Q de dimensions 
P et q. 

Rappelons que (voir § 10, n° 3) les sous-variétés P et Q se coupent 
(ou se rencontrent) transversalement (ou encore qu’elles sont t-régulières) 
si les espaces tangents à P et Q font naître en tout point x e P n Q un 
espace tangent à N. La propriété fondamentale de deux variétés ^-régu¬ 
lières est que leur intersection P n Q est une sous-variété différentiable à 
P + q — n dimensions dans N. 

Etudions le cas où p + q = n\ l’intersection P n Q est constituée 
alors d’un nombre fini de points . . .,.v m . Si les variétés N, P, Q sont 
orientées, chaque point xj peut être affecté de signe. On procède comme 
suit. Soient if,, un repère d’orientation tangent à P en x t et un autre 
repere, tangent a Q en .v,; le point a- est affecté du signe « + >> si l’orien- 

10 n e re P ere T — ( T fyj> T u>) (qui est non dégénéré en vertu de la dé¬ 
finition de la transversalité) définit en Xj est celle de N, et du signe «-» 
dans le cas contraire; ce signe se note sgn Xj (P o Q). 


esi i entier 


Définition 1. L'indice d'intersection de deux variétés P, Q 
P° Q = £ sgn Xj (P o Q ); 

/= i 

résidu modiflo" 1 2 d*» * pasor ' entl “ es ’ * e nombre P o Q se définit comme le 
modulo 2 du nombre m des points de l'intersection. 
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Lemme 1. On a iégalité 

= 1 ) pq QoP. 

Démonstration. Si z p et x q sont des repères et si (t p , z q ) est un 
/i-repère non dégénéré, le signe du déterminant de passage de (z q , r p ) à (x p , 
z q ) est précisément égal à (— \) pq . Le lemme résulte donc de la définition 
du signe du point de l’intersection. 


Théorème 1. Si deux sous-variétés £),, Q 2 a N sont homotopes , c'est-à- 
dire si chacune d'elles est l'image d'un plongement homotope Q -> N, elles 
ont même indice d'intersection arec P quelconque : 

Qi° p = Q * 0 p 


Démonstration. Considérons une homotopie F.Q/.I-+N telle 
que F(Qx0) = Qj et F(Qx 1) = (? 2 (fig. 44). On peut admettre que F 
est une application différentiable /-régulière sur la sous-variété P. L’image 
réciproque F“’(P) est une sous-variété différentiable à une dimension du 
cylindre Q X / de bord dF~\P) = [£?, n P] U [Q t n PI l'intersection 
Q l n P appartenant à la base inférieure Q X 0 et l’intersection 0 2 flP 
à la base supérieure Qx 1 du cylindre: l’image réciproque F~ l (P) est trans¬ 
versale aux bords du cylindre Qxl. Le dessin rappelle celui de la figure 
30 qu’on a utilisé pour la démonstration de l’invariance du degré d’une 
application par homotopie (§ 13). Le théorème 1 est démontré. 

Corollaire 1 . L'indice d'intersection de deux sous-variétés fermées P, 
Q dans l'espace euclidien est toujours nul. 

Démonstration. Faisons subir à Q une translation d'une quan¬ 
tité a 6 R” de façon que Q 2 = Q + a soit disjointe de P (une telle transla¬ 
tion est toujours possible, car P et Q sont compactes). On a alors Q 2 0 P = 0 
et QoP = Q en vertu du théorème I. 


Corollaire 2. Toute sous-variété fermée con¬ 
nexe M à n — 1 dimensions dans R" divise toujours 
R" en deux parties (ce qui veut dire quelle est 
orientable). 

Démonstration. Supposons au contraire 
que M ne divise pas R". Choisissons dans R" 
deux points y l9 y 2 voisins d'un point xgM de 
façon à encadrer M dans R" (ce qui a toujours un 
sens localement) et joignons-les par un chemin y 
dans R" sans passer par M. Complétons le chemin 
y en un cercle (cycle) C dans R” en y ajoutant un 
segment de faible longueur normal à M dans R" et 
un point commun avec M. L’indice d'intersection 



/-/ 


-0 


Fig. 44. 


admettant exactement 
C o M est égal à ± 1 
(c’est-à-dire qu’on a un seul point générique de l'intersection), ce qui est 
contradictoire avec le corollaire 1. Le corollaire est démontré. 
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Remarque 1. Dans la démonstration du corollaire 2, nous avons appliqué 
le théorème 1 sans nous assurer que les variétés >/ sont orientées. Même 
si elles ne l'étaient pas, le théorème 1 reste vrai en prenant les résidus 
modulo 2. 

Remarque 2. Le corollaire 2 cesse d'être vrai si, au lieu de la sous-va¬ 
riété /l/ cz R", on prend l'image d'une immersion M -> R", c'est-à-dire 
si Ion admet que la variété soit croisée. Il existe en effet des immersions 
RP 2 dans R 3 admettant des points de croisement (voir [25]). 

2. Indice total des points singuliers d’un champ de vecteurs. Soit un 
champ de vecteurs tangent ç sur une variété fermée différentiable P de di¬ 
mension p. Considérons un espace d'éléments linéaires N de dimension 
n = 2p. Chaque point de N est un couple (x, ?/), où a* est un point de P 
et // un vecteur tangent en x (voir § 7). Le champ de vecteurs £ définit 
un plongement f: P -> N d'après la formule ffx) = (x, ç(x)). Désignons 
par P(ç) l'image par ce plongement. La variété P(0) qui correspond à un 
champ de vecteurs nul sera comme toujours identifiée avec P. 

Définition 2. Le champ de vecteurs £ est appelé champ t-régulicr si 
les variétés P(ç) et P = P(0) se rencontrent transversalement dans N. 

Un champ de^ vecteurs /-régulier n'admet naturellement que des points 
singuliers isolés ç(xj) = 0. Si la variété P est munie d’une orientation par 
un repère t p dans un point x, la variété iV est aussi munie d’une orientation 
par un repère (x p , r p ) dans tous les points du type (x, //). 


,, 2. Tous les points singuliers Xj d'un champ t-régulier sont non 

t e ^ e p7n\ S U t n P 0lnt singulier x j9 regardé comme un point de E intersec- 
l0n ' ^ (CL le signe figurant dans la définition de l'indice cl' intersection 


P(0) o P(ç) se confond avec son indice sgn detf— 


u 


[ «tV*,,, 

Démonstration. L'espace tangent à P = P(0) est (r p 0) L’es¬ 
pace tangenta /Yç) dans le point singulier Xj , où c=0. réunit tous les vec- 

CUrS T ’ Tj /’ ^ ~ 1 . " ( en coordonnées locales (*£) intro¬ 


duites dans le voisinage de Xj ). Soit J = . Q n a deux repères 

tersêction Po , ur con »a'tre le signe de l’indice d'in¬ 

du déterminant de la°mar re f repère t T f- T ?) dans jV et calculer le signe 
repère (Vf rf) Le dC pas . s . age du re P ère d'orientation de TV au 

Le repère 0' r") hL defi " ,ssant 1 orientation dans jV est t 2p = (Vf, rf). 
epere (r„ r,, se distingue de r 2 ' par le second groupe de vecteurs; la 

matrice de passage est donc rv , . 

I firP / O n volt ^ ue e sl S ne du point 
sc confond avec celui de rlet f r * i 

u 1 ae aet J. Le Jemme est démontré. 
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Théorème 2. /Wr toute variété orientée fermée P , la somme des indices 
des points singuliers de tout champ de vecteurs t-régulier ç se confond avec 
l'indice d'intersection P(0) o P(Ç) dans la variété N des éléments linéaires 
I et est indépendante du champ £. 

Démonstration. Le fait que l’indice d’intersection P( 0) ° P (O 
se confond avec la somme des indices des points singuliers de f résulte 
immédiatement du lemme 2. Deux champs de vecteurs ç(x) et rj(x) sont 
toujours homotopes, car tout champ de vecteurs ç(x)peut être lié au champ 
de vecteurs nul par une homotopie £(x, t) = t£(x), 0</ < 1. Aussi les plon- 
gements P -* P(£) et P -> P(rj) pour les champs ç et q sont-ils homotopes. 
Il ressort du théorème 1 que les indices d’intersection P(0) ° P(ç) et 
P(0) o P(rj) se confondent. Le théorème est démontré. 

Corollaire 3. La somme des indices des points singuliers de tout champ 
de vecteurs introduit sur une variété fermée orientée P de dimension p im¬ 
paire est égale à 0. 

Démonstration. On a en vertu du lemme 2 

P(0) o P(0 = (- l) p2 P(ç) o P( 0) = - P(ç) o P( 0). 

D’autre part, 

P(0) o P(0 = P(ç) o P( 0), 

car les champs de vecteurs 0 et f sont homotopes. Il vient donc 
P(0) o P(Ç) = - i>(0) c P(é) = 0. 

Le corollaire est démontré. 

Corollaire 4. Etant donnée une fonction différentiable quelconque f 
admettant des points singuliers non dégénérés Xj sur une variété orientée 
fermée P de dimension p, l'expression 

S (- îy^ 

*j 

est indépendante de f et s'annule pour p impair (/(x,) est l'indice du point 
singulier x j9 c'est-à-dire le nombre des carrés négatifs de la fonne (d 2 f) rj ). 

Ce résultat est immédiat, vu que les quantités (— 1 )‘( x à se confondent 
avec les indices des points singuliers du champ ç = grad f (voir § 14). 

La quantité (—l) ,(Xj) porte le nom de caractéristique d'Euler-Poin- 

*J 

caré de la variété P. Elle peut être déterminée par un procédé différent, qui 
consiste à «trianguler » P. Nous nous bornerons à considérer le cas de // — 2. 

Soit une surface fermée orientée P divisée en triangles de façon que: 
a) chaque point de P appartienne à un triangle au moins; b) deux triangles 
aient en commun un sommet ou une arête complète. 


9 


302 
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Définition 3. La caractéristique d'Euler-Poincaré d’une surface P est 
la quantité oîq — ocj -|- ®st le nombre des sommets, v.i le nombre 

des arêtes et rt, le nombre des triangles élémentaires de la triangulation. 

On a le 

Théorème 3 (Hopf). La caractéristique d'Euler-Poincaré d'une sur¬ 
face triangulée P se confond avec la somme des indices des points singuliers 
d'un champ de vecteurs t-régulier introduit sur P. 

Démonstration. En vertu du théorème 2, il suffit de trouver un 
seul champ de vecteurs différentiable Ç(x) sur P vérifiant le théorème envi¬ 
sagé. Construisons un champ présentant les propriétés désirées. A cet 
effet, situons un point singulier du type « source » (un nœud) au centre de 
chaque triangle, un point singulier du type « puits » dans chaque sommet et 
un point « col » au milieu de chaque arête; un champ de vecteurs présentant 
les singularités décrites est facile à construire (voir la figure 45 qui montre 
les courbes intégrales du champ qu’on doit construire dans chaque tri¬ 
angle élémentaire). Pour n = 2 les « sources » et les « puits » ont l’indice -f-1, 
et les points « cols » ont l’indice —1. 

La possibilité d’une telle construction démontre notre théorème. 

Pour une surface à g anses la caractéristique d’Euler-Poincaré est égale 
à 2 — 2 g (vérifier!). En posant g = 0, on trouve que la caractéristique 
d’une sphère est égale à 2. 

3. Nombre algébrique des points fixes. Théorème de Brouwer. Soit 
une application différentiable f:M-+M d’une variété orientée fermée 



Fig. 45. 


M de dimension n dans elle-même. Cherchons les points fixes de f, c’est-à 
dire les solutions de l’équation f(x) = x. 


Soit Xj un point fixe. Introduisons des coordonnées locales (x?) dans 
le voisinage de Xj\ l’application / s’écrira xj = f*(x), ..x J). 


§ 15] 


INDICE D’INTERSECTION ET SES APPLICATIONS 


131 


Définition 4. On dit que le point fixe Xj est non dégénéré si la matrice 

[’•* ~ (i?L J =(1 ~ if) -‘ 

est non dégénérée. Le signe sgn det (1 — df) Xj s’appelle le signe du point 
fixe Xj. La somme J] sgn det (1 — df) Xj = L(f) porte le nom de nombre 

de Lefschetz , ou nombre algébrique des points fixes , si ces points sont tous 
non dégénérés. Si tous les points fixes de l’application / sont non dégénérés, 
on dit que/est line application « générique ». 

Considérons dans le produit direct Mx M deux sous-variétés: 1) la 
diagonale A constituée de points du type (x, x); 2) le graphe A(f) de l’ap¬ 
plication/ constitué de points du type (.x, /(*)). La diagonale A et le graphe 
A(f) sont deux sous-variétés différentiables du produit MxM difféomor- 
phes à M. 

Théorème 4. U indice d'intersection A(f)°A est égal au nombre de 
Lefschetz de l'application f. 

Démonstration. Les points de l’intersection A fl A(f) corres¬ 
pondent aux points Xj e M en lesquels on a f(xj) = x y Soit t* un repère 
définissant l’orientation de M en Xj\ alors (x", T^est le repère d’orientation 
du produit MxM dans le point (xp Xj) de la diagonale A. Quant à la dia¬ 
gonale A, son orientation est définie par le repère z /î xr n . L’orientation de 
A(f) est t n xdf(f), où df est la différentielle de / en Xj. Le passage du repère 
(i n , t") définissant l’orientation dans MxM au repère composé 
(T n Xdf(T n ), T n x z n ) a pour matrice 



de déterminant det (1 — df). Le théorème est démontré. 

Corollaire 5. Si /’application f: M -> Mest homotope à zéro (applica¬ 
tion ponctuelle ), on a L(f) = ±1 et V application f admet au moins un point 
fixe . 

Démonstration. En vertu du théorème 2 l’indice d’intersection 
est invariant par toute homotopie de/. D’autre part, si 1 application/: M —► M 
se réduit à un point .v 0 = f(M\ l’indice d’intersection A(f)°A est égalji 
il, car l’intersection de la diagonale A avec le facteur A(f) = Mxx 0 
se réduit exactement à un point générique (a* 0 , a*o). Le corollaire est dé¬ 
montré. 

Corollaire 6 (théorème de Brouwer). Toute application continue 
/: D n D n d'un disque (ou boule) dans lui-même admet un point fixe. 
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Démonstration. Identifions le disque à l’hémisphère inférieure 
d’une sphère S” dans R" +1 . Considérons une application ÿ: S” -> D n , fixe 
sur l’hémisphère inférieure et appliquant l’hémisphère supérieure sur l’hé¬ 
misphère inférieure. Considérons ensuite l’application composée 

V / <p 

y. s n ; 

c’est l’application S" -» S‘ qui est homotope à zéro. Elle admet un point 
fixe qui, situé dans D", est un point fixe de l’application /. Le corollaire 
est démontré. 

Exemples 1. Une application/ d’un cercle dans lui-même du type z\-> z n 
(ou cp mp) a le degré deg / = n et admet exactement n — 1 points fixes 
z n = z, \z\ = 1. Ces points sont racines de l’unité, z n ~ x = 1. La quantité 
L(f ) étant invariante par toute homotopie, il en résulte que pour les appli¬ 
cations S 1 -> S 1 de degré n le nombre de Lefschetz L(f ) est égal à n — 1. 

Exemple 2. Une application S 2 -► S 2 du type zh-z” admet en coordon¬ 
nées complexes exactement n points fixes finis dans C 1 == R 2 plus un point 
à l’infini. On laisse au lecteur le soin de vérifier que tous ces points sont non 
dégénérés et ont le signe +1. Il en résulte que le nombre de Lefschetz 
L(f) = n + 1. 

Exercices. 1. Montrer que, pour une application S m -> S m de degré 
n, le nombre de Lefschetz est égal à n — 1 quand m est impair et à n + 1 
quand m est pair. (En particulier, l’application antipodale d’une sphère 
£ »-> — £, exempte de points fixes, a le degré (—l)" 1 ” 1 .) 

2. Calculer le nombre de Lefschetz IXf) pour une application linéaire 
f d un tore T m de dimension m dans lui-même, définie par une matrice A 
à éléments entiers d’ordre m. (Le tore est assimilé à l’espace quotient de R m 
suivant un réseau d’entiers.) 

4. Coefficient d’enlacement. Considérons à présent dans R 3 un couple 
de courbes différentiables fermées régulières orientées y x et y 2 qui ne se 
coupent pas. Supposons qu’elles soient définies sous la forme y,(f) = r,(V), 
0^r^27r, où r est le rayon vecteur d’un point dans R 3 . 

Définition 5. Le coefficient d'enlacement de deux courbes y, y. est 
la quantité («intégrale de Gauss») 

{?„ y 2 } = —«*•»»’ r »> m 

4 * JJ | r l2| 3 


OÙ r, 


12 — r 2 — r 2 . 
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D’une façon intuitive, le coefficient d’enlacement n’est autre que le 
nombre algébrique des spires qu’un contour (par exemple un fil électrique) 
fait autour d’un autre. Cette notion est exprimée par le 


Théorème 5. a) Le coefficient d'enlacement est un nombre entier qui 
reste inchangé par toute déformation des courbes fermées y x et y 2 , à condi¬ 
tion que ces dernières restent disjointes. 

b) Soit une applicaton d'un disque F : D 2 -* R 3 qui se confond avec y x 
sur le bord S 1 = dD 2 et qui est générique ( t-régulière ) sur y 2 . L'indice d'in¬ 
tersection F(D 2 ) o y 2 se confond alors avec le coefficient d'enlacement {y x , y 2 }« 
Démonstration. Les courbes fermées yft) = rft), i = 1,2, 
engendrent dans R 6 une surface fermée orientée à deux dimensions 
Ti X y 2 : (fi, t 2 ) (f'iiti), r 2 (t 2 )). Supposons que les courbes y x et y 2 ne se 
coupent pas. On a alors une application q> de la surface y x xy 2 sur une 
sphère S 2 : 


<p(t i, h) = 


rXh) — r 2 (/ 2 ) 
Mh) - r 2 (t 2 )| * 


Le degré de cette application se définit précisément par l’intégrale (1). 
L’intégrale est donc un nombre entier. En faisant subir aux courbes fermées 
fi et y 2 une déformation telle que y x et y 2 restent sans point commun, 1 ap¬ 
plication cp subit une homotopie; aussi le coefficient d’enlacement 
{y 1? y 2 } = deg (p reste-t-il inchangé. 

Si les courbes ne sont pas enlacées, c’est-à-dire si on peut les placer de 
part et d’autre d’un plan bidimensionnel, le degré deg <p = {yx, y 2 } est 
nul (rappelons que les courbes y x et y 2 restent sans point commun à la suite 
de la déformation). Aussi, en utilisant l’homotopie représentée sur la figure 



Fig. 46. 


46, a et b, peut-on réduire le calcul du coefficient d’enlacement à son cas 
le plus simple montré sur la figure 46, c . Le calcul est simplifié à l’extrême 
lorsque le rayon de l’un des cercles tend vers l’infini. Les courbes s’écri¬ 
ront donc sous la forme r x (tj) — (0, 0, t x ), — oo < t x < oo, et r 2 (t.j) = 
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= (cossin tt, 0), 04 t 2 < 2n. Le «coefficient d’enlacement» de telles 
courbes sera 


{vi> y*} 


OO 2.T 


— co 0 


dt x A dt., 

(1 + >?)»/* 


CO 

1 1 *1 
2 ) (1 + 

— OO 


OO 



-OO 


en faisant la substitution t x = sh z. 

Ainsi donc, le coefficient d’enlacement est égal à 1 pour l’enlacement le 
plus simple (fig. 46, c) et à 0 pour les courbes non enlacées, d’où l’on déduit 
facilement l’assertion du théorème. 


CHAPITRE 4 


VARIÉTÉS ORIENTABLES. 
GROUPE FONDAMENTAL. 
REVÊTEMENTS (ESPACES FIBRÉS 
DE COUCHE DISCRÈTE) 


§ 16. Variétés orientables. 

Homotopie des chemins fermés 

1. Transport de l’orientation le long d’un chemin. La façon la plus 
simple de définir une orientation sur une variété M (voir § 1) consiste à 
construire un recouvrement de la variété par un système de domaines U j 
munis de coordonnées (x*), en sorte que les changements de coordonnées 
dans toutes les intersections n U k soient de jacobien positif: 



Un autre procédé (voir § 2), équivalent au premier, consiste à indiquer en 
tout point x e M une classe de repères tangents («-repères non dégénérés, 
« = dim M) définissant l’orientation. Ces repères se laissent déduire l’un 
de l’autre par une transformation linéaire de déterminant positif. La classe 
des repères définissant l’orientation change de façon continue en fonction 
du point x de M. 

Ces deux procédés s’avèrent fort utiles pour démontrer l’orientabilité 
de certaines classes de variétés, telles que les variétés et surfaces complexes 
dans R" définies par un système d'équations non singulières f x = 0, . .. 

• • • 9 f n -k — Dans ce chapitre, nous montrerons que certaines variétés ne 
sont pas orientables. Pour faciliter les choses, nous supposerons que la 
variété M soit munie d’une métrique riemannienneg- flb et qu’elle soit connexe. 

Introduisons l’opération de transport de l’orientation le long d’un 
chemin. Soit un chemin différentiable par morceaux y = y(t ) sur Af ; soit 
en outre un «-repère tangent non dégénéré T”(t) défini en tout point de y 
comme une fonction continue de t, O^f^l. Ceci étant, on envisage la 

Définition 1. On dit que la classe d’orientation du repère 
dans le point y(l) est obtenue par transport de la classe d y orientât ion du 
repère t”(0) en y(0) le long du chemin y. 

L’opération de transport de l’orientation le long d’un chemin possède 
les propriétés suivantes: 

a) Ûorientation définie dans un point x quelconque se laisse transporter 
sans ambiguïté en un point quelconque suffisamment voisin de x le long d'un 
chemin suffisamment court contenu tout entier dans le voisinage de x . 
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Cette propriété est immédiate, vu que le voisinage de x est couvert par 
un système unique de coordonnées. 

b) L'orientation peut être transportée le long de tout chemin y diffé¬ 
rentiable par morceaux ; le résultat de Vopération est indépendant du choix 
du champ de repères non dégénérés t"(0 le long de y. 

L'opération est faisable car on peut toujours effectuer le transport 
parallèle d’un repère le long d’une courbe différentiable par morceaux ou 
continûment différentiable. Démontrons l’indépendance par rapport au 
champ de repères. Soient deux champs de repères tî(/), t”(/) le long de y{t) 
définissant la même orientation pour t = 0. La matrice de passage de t? à 
à l'instant t donne une fonction matricielle A(t) avec det A{t) ^ 0 pour 
/ quelconque et sgn det A = +1 pour / = 0. On a donc aussi sgn det A = +1 
pour t quelconque. 

c) Si deux chemins différentiables par morceaux y x (t) et y 2 0) de mêmes 
extrémités se déduisent Vun de Vautre par une homotopie différentiable par 
morceaux à points fixes situés aux extrémités x 0 — y/0) = y 2 (0), *i = 
= 7i(l) = y 2 (l)> on obtient le même résultat en transportant Vorientation 
le long de y t et de y 2 . 

Démonstration. Soit une homotopie F(t , t), 0 < f ^ 1, 0 ^ t ^ 1, 
telle que F(t , 0) = y x (f), F(t, 1) = y 2 (f), tous les chemins F(t , t) étant 
différentiables par morceaux pour tout t = const. Soit t ”(t) un champ de 
repères le long de y x (t) = F(t , 0). Faisons le transport parallèle des repères 
T°{t) le long des courbes F(t , t), retenant r comme paramètre, 0 ^ 1. 

Remarquons que x 0 = P(0, t) et = F( 1, t) sont des points fixes de l’ho- 
motopie. Puisque l’opération de transport parallèle est continue en géomé¬ 
trie riemannienne (voir Première partie, § 29), on a un champ de repères 
continu en tout point de la courbe y 2 (t) = F(t , s ), obtenu par transport 
parallèle des repères t n (t) le long des courbes F(t , t) pour t = const. 

Les propriétés démontrées permettent d’envisager le 

Théorème L Une variété connexe est orientable si et seulement si le 
transport parallèle le long d'un chemin fermé quelconque conserve l'orien¬ 
tation. 


Démonstration. S il existe sur la variété un chemin fermé y 
(d origine et d extrémité en x 0 ) qui ne conserve pas l’orientation (c’est-à-dire 
te que le transporté par parallélisme du repère t" le long du chemin y 
a ant de Xq en xq possède 1 orientation opposée à celle de t"), la variété 
ne peut pas être orientée. En effet, s’il existe en chaque point une orienta¬ 
tion determmee qui dépend continûment du point, tout chemin fermé 
conserve 1 orientation du repère. 


.n. D t én î 0ntr0nS ,a réci P r0( l ue - Supposons que tous les chemins fermés 
f„ an JJ7 f 1 *o conservent l’orientation. Définissons une orientation 
tient c asse .^ e repères) en x 0 . L'orientation dans un point x x s’ob- 

différe P nt^abîe nT° rt parallele ‘jf Orientation en x„ le long d'un chemin 
différentiable par morceaux y allant de en S’il existe deux chemins 
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différents y l9 y 2 reliant x 0 a x l9 le transport de l’orientation de x 0 en x, 
le long de y x et de y 2 donne le même résultat, sinon le chemin yr l o y. = 
= tfCO a ^ ant de A 'o en x 0 devrait renverser l’orientation. Ici y^ 1 est le chemin 
y 2 parcouru en sens inverse, et le composé des chemins y^ 1 o y x est le chemin 
q(x) 9 0^r<2 , où q(z) = y^r) pour O^x^l et q( t) = y 2 (2 - t) pour 
1 <t< 2. Le theoreme est démontré. 



Fig. 47. Bande de Môbius dans R 3 (surface unilatère). 

2. Exemples de variétés non orientables. Exemple 7. Bande de Môbius 
de coordonnées (<p, t), 0^q>^2n, -1 1 , aux points identifiés (0, t ) « 

« (271, —t) (fig. 47). On s’assure tout de suite que la courbe y = ( <p , 0) ren¬ 
verse l’orientation (vérifier!). 

Exemple 2. Plan projectif R P 2 . Réalisons RP 2 sous forme d'un disque 
D 2 dont les points opposés appartenant au bord dD 2 = S 1 sont identifiés. 
Le voisinage de la droite projective RP 1 <= RP 2 réalisée sur la figure 48 
comme le diamètre passant par l’origine des coordonnées est une bande de 
Môbius (vérifier!). Par suite RP 1 renverse l’orientation et RP 2 est une sur¬ 
face non orientable. 

Exercice. Montrer que la variété RP" est non orientable pour n pair et 
orientable pour n impair. 


a 



T A 


b 


K 2 

a 

b 

t 

Fig. 49. 



Exemple 3. Bouteille de Klein. Soit un carré {(/, t), 0 ^ t $ 1}. 

Identifions ses côtés (t, 0) » (1 — t, 1) et (0, t) « (1, t) (les côtés à identifier 
sont marqués par la même lettre sur la figure 49). Nous laissons au lecteur 
le soin de montrer que la bouteille de Klein est non orientable. 
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§ 17. Groupe fondamental 

1 Définition du groupe fondamental. Considérons une variété linéai¬ 
re connexe quelconque M (ou plus généralement un espace topologique 
linéaire connexe M); choisissons un point de base x 0 eM. Deux chemins 
continus (ou différentiables par morceaux) 7i(0» 0</<l, et y 2 (t), l<r<2, 
peuvent être «multipliés» entre eux si l’extrémité de y y se confond avec l’ori¬ 
gine de y 2 . 

Définition 1 . On appelle produit des chemins y 2 et un chemin y 2 ° }'i = 
= q(t), tel que 

?(0 = 7i(0» 0<f<l, 

q(t) = y 2 {t), l<r<2. 

Définition 2. On appelle chemin opposé y _1 (0 le chemin y(t) parcouru 
en sens inverse: y -1 (t) = y(l — t) si 

Définition 3. On dit que deux chemins yff), 7 2 (0 sont équivalents si, 
étant donné un changement monotone de variable t = t( t), on a = 

= 72(0> — >0- Dans le texte qui suit, la classe des chemins équivalents 
dx 

sera appelée chemin orienté ; on choisira le représentant le plus commode 
de la classe en faisant par exemple des translations commodes du para¬ 
mètre. 

Considérons l’ensemble des chemins orientés fermés dont l’origine et 
1 extrémité se situent dans un même point *0 £ M. Un tel ensemble de che¬ 
mins se note généralement &(ao> M). L’ensemble des chemins orientés, 
menant de * 0 en x ± se note &(x 0 , x i9 M). Les chemins appartenant à £(;to, M) 
peuvent être multipliés entre eux. Cet ensemble comporte un élément unité 
e. c est le chemin e(t) = x 0 qui reste constant pour t quelconque. 

Remarquons que la classe d’homotopie du produit de deux chemins 
orientés reste inchangée si 1 on substitue à chacun des facteurs un chemin 
homotope: on peut parler du produit des classes d’homotopie des chemins 
onentes. 


n , Th *o r ême 1. Les classes d’homotopie des chemins orientés appartenant à 
M) ont une structure de groupe pour Vopération du produit ; /’élément 
symétrique du groupe est la classe d’homotopie du chemin opposé ., et Vélé¬ 
ment unité , la classe d’homotopie du chemin unité . 

Ce groupe, noté x 0 ), est appelé groupe fondamental dans le point 

0 . (On suppose qu a la suite de l’homotopie l’origine et l’extrémité restent 

en 

Ktîni! 0 "' 1 ,” 1 ' 0 ";, Montrons que le chemin composé y- 1 * y 

y -lî vT c Te LÏT e ( T 5 u } - L ’ homot °PK (déformation) du chemin 

cette déformaHon «n> e r qU t e * Ch , em,n 7 P ro P rement dit. Il suffit donc que 
deformation soit faite sur le segment [0,1]. Considérons une appli- 
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cation q du segment 0<t<2 dans le segment [0, 1] par laquelle le segment 
[0, 2] se plie en deux dans le point t = 1 : h 

?( t ) = t, t^I, 


q( t) = 2-t, t^I 

Une déformation bien évidente du segment 
ramène q{x) à une application constante, les 
extrémités t = 0 et t = 2 du segment déformé 
se réduisant toujours au point 0 (le point t = 1 
n’est pas une extrémité). Etant donnée une appli¬ 
cation 7(0 telle que 0^/^ 1, le chemin composé 
y- 1 o y se ramène par définition à y(q(x)). En 

réduisant q(f) à. 1 unité, on réduit le chemin composé y -1 o y à l’élément 
unité de M. 

Montrons que 1 opération produit est associative. Soient trois chemins 
7n 72 » 73 - Définissons leur produit 7 ! o y 2 0 y 3 comme étant un che min 
q(r) pour (KtO, où q = y 1 pour t^I, q = y 2 pour 1 et q = y 3 

pour t ^ 2. Ce produit se confond, à un changement (monotone) de para¬ 
mètre près, avec (y x o y 2 ) o y 3 tout aussi bien qu’avec y x o (y 2 o y 3 ). Le pro¬ 
duit des classes d’homotopie est donc associatif. Le théorème est démontré. 



Considérons maintenant une application continue/: M-+N, o ùf(x 0 )=yo- 
Elle fait correspondre à tout chemin y(t) de M un chemin f(y(t)) de N, un 
produit se transformant en un produit et les chemins homotopes en 
chemins homotopes. Etant donnée une homotopie F(x, t ) = f t de 
l’application f = f 0 telle que F(jc 0 , t) = x 0 , l’homotopie des chemins 
fermés d’origine et d’extrémité en x Q est également conservée. On a 
donc démontré le 


Théorème 2. Toute application continue d’espaces f variétés ) f:M^N 
telle que f(x 0 ) = y 0 entraîne un homomorphisme du groupe fondamental : 

/*: tti(M, a*o) - n ± (N 9 y 0 ) 

qui reste inchangé pour toute homotopie de f laissant invariant le point Xq. 
En particulier , si M = N et Vapplication f est homotope à Vapplication cons¬ 
tante M -> * 0 , /’ homomorphisme /* est trivial (tout élément a pour image 1). 
Si l'application f est homotope à l’application identique 1 m, / homomorphisme 
/* est un isomorphisme . 

2. Influence du point de base. Voyons dans quelle mesure le groupe 
fondamental n X (M, x 0 ) dépend du point x 0 . 

Définissons l’opération de transport du groupe n 1 (M 9 a* 0 ) dans le groupe 
Xj) le long d’un chemin 7 allant de x Q en x x . 

Théorème 3. Tout chemin y joignant x 0 à x x définit un isomorphisme y* : 
fr i(Af, Xl ) 7 i x (M 9 x 0 ). Cet isomorphisme ne dépend que de la classe d’ho- 
motopie de y (Thomotopie conserve les extrémités des chemins dans les 
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points Y» et x lt ce qui signifie quelle ne concerne que les chemins appar¬ 
tenant à Q (*„, M)). Si l'origine et l'extrémité se confondent, x 0 = Xu 

le chemin y représente lui-même un élément de n x (M, x 0 ), auquel cas l'i so - 
morphisme y* est interne : 

y*(a) = y-'oty. 

Démonstration. Si le chemin y x est élément de jc x ), 

le chemin y*(y x ) représentant un élément de x 0 ) s’écrira y 1 oy lQ y 

(fîg. 51). Le produit y x o y 2 se transforme alors en y*(y x o y 2 ) = 
= y-iyto y o y- 1 o y 2 o y, étant homotope à r*(Vi) ° y*(y 2 ). Par suite 
l’applicaton y* est un homomorphisme: 

y*: n^M, x x ) -► i r x (M, x 0 ). 


Considérons le chemin opposé y " 1 allant de x x en x 0 . On a l’homo- 
morphisme 


(y- 1 )*: Ki(M, xo) -> Wi(M, x x ). 


Les deux composés y*°(y -1 )* et (y _1 )*o y* donnent des isomorphismes 
identiques des groupes 7 i x (M y x 0 ) et n x (M y jcj). Pour cette raison y* et 
(y -1 )* sont isomorphismes inverses entre eux. Si a 0 = x l5 il ressort avec 
évidence de la définition de l’homomorphisme y* que y* (a) == y -1 o a o y 
pour tout élément a de n x (M, x 0 ). Le théorème est démontré. 

3. Classes d’homotopie libre d’applications d’un cercle. Proposons- 
nous de classer les homotopies « libres » d’applications d’un cercle S 1 dans 
une variété linéaire connexe M (ou un espace topologique), sans marquer 
un point de base sur S 1 . 


Théorème 4. Il existe une correspondance biunivoque naturelle entre 
l ensemble [S 1 , M\ des classes d'homotopie d'applications S 1 —► M et les 



tZn d que) élémentS C ° nJUgUéS ^ U gr ° UPe ** ^ 0ur un P° int x • 

0 <!<J! O N StratiO11 ' Choisissons sur S* un point de base <p 0 = 0, 

estLml montre ï onS d ’ ab ° rd que toute a PPÜcation y: S*-* M 
homotope a une apphcation qui fait passer <p 0 en un point x, choisi 


^"considérons un cheS 8 ^^^' 3 * 

? = ?!, 0<T<1, 

«="?. Ut<2, 

2^t«3. 


? = vr S 


cercle,^ait %as^ er °en° t< ^ e “ ~n du 

A chaque classe d’homotopie d’applications S 1 -> M correspond donc 
un element du groupe n x (M, x<>), et peut-etre plus d’un élément. Considé¬ 
rons deux éléments a x et a 2 de nfM, x 0 ), homotopes entre eux comme 
deux applications d un cercle S 1 -> M, où l’homotopie F(<p, t) 0 < a < 2n 
0 < t < 1 , fait parcourir au point de base q> 0 = 0 un chemin fermé p 
allant de *<> en x 0 : 


F((p , 0) = ot l9 F((p y 1 ) = a 2 , F((p 0 , t) = p( 1 - t). 

Il est parfaitement évident que le chemin oq définit dans le groupe n x {M y x 0 ) 
le même élément p _ 1 a 2 /? (fig. 52). Réciproquement, les chemins a x et a 2 = 
= p%\p- x sont liés par une homotopie libre (parce que ce sont deux appli¬ 
cations d’un cercle S 1 -► Af, voir fig. 53). La figure 53 montre un domaine 
plan troué en a et b. Les chemins p et contournent les points a et b. 
Le chemin a 2 =/?a 1 / 7 _1 est représenté en pointillé. Il est facile de voir 
qu’on peut « enlever » le chemin a 2 du point a et le ramener par déformation 
à oq en déplaçant le point de base le long du chemin p (on peut illustrer 
cette opération en se servant d’un fil de coton). Le théorème est démontré. 



4. Equivalence d’homotopie. Dans bien des cas une variété ouverte M 
de dimension n (un domaine de l’espace euclidien R" par exemple) se laisse 
déformer sur elle-même de façon à obtenir une variété de dimension moins 
grande (sans que celle-ci soit sous-variété de M en général), pour laquelle 
le calcul du groupe fondamental tt, et des autres invariants pose moins de 
Problèmes. Pour donner un énoncé rigoureux de ce résultat, nous intro- 
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duirons la notion fort importante d’équivalence d’homotopie. Soient 
deux variétés (deux espaces topologiques) M, N et deux applications 
continues (différentiables par morceaux ou continûment différentiables s'il 
s'agit des variétés) 

/: M - N, 
g: N -+ M. 

Les applications composées /o g: N -* N et gof: M-+M appliquent 
les variétés N et M dans elles-mêmes. Chacune d’elles admet une appli¬ 
cation identique, à savoir 1 M : M -+ M et 1 N : NN. 

Définition 4. On dit que deux variétés (espaces) M, N sont liées par 
une équivalence d'homotopie (ou sont homotopiquement équivalentes) s’il 
existe des applications f,g telles que les composées fog et gof soient 
homotopes aux applications identiques l N et \ M respectivement; on 
l’exprime par la notation M ~ N. 

La propriété fondamentale de l’équivalence d’homotopie de deux espaces 
M , N est la suivante: pour toute variété ( espace) K il existe une correspon¬ 
dance biunivoque naturelle entre les ensembles des classes d'homotopie 
d'applications [K, M] et [AT, N]. 

Avant de passer à la démonstration de ce résultat, faisons une remarque 
importante. La notion d’équivalence d’homotopie peut être légèrement 
modifiée en introduisant des points de base. Supposons en effet que a* 0 
et y 0 soient des points de base dans M et N respectivement, et demandons 
que les applications fg et les homotopies reliant f o g et go f à 1 N et l Af 
transforment un point de base en un point de base. On montre que, pour 
des espaces suffisamment « bons » (tels que les variétés), la nouvelle définition 
de l’équivalence d’homotopie ne diffère pas de la définition adoptée au¬ 
paravant. 

La propriété d’équivalence d’homotopie des espaces formulée ci-dessus 
s'énonce elle aussi d’une façon légèrement différente: étant donnés deux 
espaces M, N à point de base liés par me équivalence d'homotopie , il 
existe, pour tout espace K à point de base k 0 , une correspondance biuni¬ 
voque naturelle entre les ensembles des classes d'homotopie des applications 
K -> M et K —► N qui font passer un point de base en un point de base . 

Démonstration. Les applications / et g engendrent naturelle¬ 
ment des applications d’ensembles de classes d’homotopie: 

/*: [K, M] ]- [K, N] f et g+ : [K, N] - [K, Ml 


il 

a 


Il est évident que (/g)* = (g/)* = 1 et (/*)*=/*?*, (g/)* = g*/*, d’où 

ressort que les applications/ + et g * sont réciproques entre elles et qu'on 
[K, A/] « [*, JV]. 

La démonstration ne change en rien lorsqu’on a des points de base. 
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5 . Exemples. Exemple 7 L’espace euclidien R" (aussi bien que tout 
domaine contractile dans R ) est homotopiquement équivalent à un point 
Xo eR": R " ~ * 0, . 

Démonstration. Les propriétés du plongement f:x 0 -> R" et 
de l’application constante g: R" -► x 0 sont telles que go/ = 1 e t l’appli¬ 
cation /°g: R" R" envoyant R" tout entier 
dans x 0 c st homotope à l’application identique 
Ir-, En effet, l’homotopie F(x, t) se définit par 
la formule F(x, 0) = x, F(x, 1) = x 0 et F(x, /)= 

= (1 - 0 (* — *o) pour 0 «S t < 1. La démons¬ 
tration reste la même pour tout ensemble 
A <zR n contractile sur lui-même à un point 
X# e A (vérifier !). Comme exemples de tels do¬ 
maines, on peut prendre une boule unité D n et 
un domaine quelconque homéomorphe à cette 
boule. Un autre exemple d’ensemble contractile 
est donné par un arbre A (c’est-à-dire un graphe 
ou complexe à une dimension exempt de cycles) 

(fig. 54). Tous ces objets sont homotopiquement 
équivalents à un point et admettent un groupe 
fondamental trivial: Fig. 54. Arbre A ~ 



7T 1 (R", x 0 )= 1, n ,(/>", X,) = 1, *i(A , Xo) = 1 • 

Exemple 2. Considérons un domaine du plan R 2 sur lequel on a éliminé 
plusieurs points a l7 ..., a„. Le domaine R 2 \(aj U ... 1 ) o„) est lié par une 
équivalence d’homotopie à un « bouquet » de cercles attachés en un point 
(fig. 55): on remarque que le domaine R 2 \(fliU .. . u se transforme 
bien en un bouquet A. En particulier, pour un point ce R- le domaine 
R 2 \a est homotopiquement équivalent à un cercle S 1 (on propose au lecteur 
d’écrire la formule de l’homotopie). 



Fig. 55- Bouquet de deux cercles. 

^ de R 3 en éliminant un point a 

Exemple 3. Le domaine qu on obtie Le doma , ne qu ’ 0 n 

es t homotopiquement équivalent à une P * t h omo topi- 

obtient de R 3 en éliminant une séné de points a x . • • •> 
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quement équivalent à un bouquet de k sphères ^ (vérifier !) Le domaine 
R 3 \R' est homotopiquement équivalent a un cercle S (vérifier .). 

Exemple 4. Considérons une sphère 5 3 = R 3 U co et un domaine Ç 
qu’on obtient de S 3 par élimination d’un cercle (non croise) S ,U — S \S . 



Exercice. Si le cercle S 1 est non noué (étant défini par exemple sous 
la forme x 2 + y 2 = 1 dans le plan R 2 c= R 3 c S 3 ), alors le domaine 
U = S 3 \S 1 est homotopiquement équivalent au cercle S 1 ; le domaine 
V = U\(un point) = R 3 \S' 1 est homotopiquement équivalent au bouquet 
du cercle S 1 et d’une sphère à deux dimensions S 2 (fig. 56). 

Ces résultats permettent d’établir les propriétés suivantes du groupe 
fondamental MM, x 0 ): 

a) ^(R") = 7 T l (D n ) = n^A) =1 (où A est un ensemble quelconque 
contractile sur lui-même à un point); 

b) n^S 1 ) = Z, où Z est le groupe des entiers ou un groupe cyclique 
à un générateur; cela ressort de la classification homotopique des appli¬ 
cations S 1 -> S 1 proposée au § 13; 

c) n x (R 2 \*!) = MS 1 ) = Z = ti^XR 1 ); 

d) ^(R^fo U ... U a n )) = 7 r 1 ( 5 , 1 I v ... v Si) (un bouquet de cercles; 
pour n = 2 on a un « huit », ou « bretzel »); 

e) n 1 (S 3 \S 1 ) = n^S 1 ) = Z (voir exemple 4). 


Exercice. Montrer que 7 t 1 (R 3 \ 5 ' 1 ) = Z (si le cercle S^cR 3 est non 
noué); 


f) 7 ^( 5 *, *o) = 1 pour n > 1 . 

Cette dernière propriété est facile à démontrer. Considérons une appli¬ 
cation différentiable par morceaux f: S 1 -+ S n pour n > 1. L’image réci¬ 
proque d’un point régulier y 0 e S n est vide, car /2 > 1 . L’image /(S 1 ) appar¬ 
tient donc à R* et se réduit à un point. La propriété est démontrée. 

Remarque. Un raisonnement analogue permet de voir que, pour une 
variété quelconque K de dimension inférieure à n, l’ensemble des classes 
d’homotopie [K, S"] est trivial (se réduit à un élément unique). 

Par la suite seront calculés les groupes fondamentaux de variétés parti¬ 
culières (et espaces): bouquets de cercles et domaines de R 2 en général, 
surfaces fermées, domaines R 3 \S ! où le cercle S 1 peut être noué. 
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r Groupe fondamental et orientation des variétés. Il découle de ce 
) ®' yu dans le § 16 que toute classe d’homotopie d’un chemin fermé 
qu’on a ^ M ayant son or j g j ne et son extrémité confondues en x Q 

sU , f ^T.Hire d’un élément de x„)) conserve ou non l’orientation 

( c CSt ~ ère à la suite du transport, c’est-à-dire qu’elle a le signe +1 ou 1 . 
OnTdonc l’homomorphisme 

<t: 7ti(M, x 0 ) -* (± 1} = 

j es vanetes on nQn orientables , car il existe des chemins qui renversent 
l’orientation. Ce résultat donne lieu au 


„ïïïsï ï tstsesrs ’ïï-rïTss 

d£ Cr la banïe de Mobius 

îf ïïSWW - - z - 


! 18. Revêtement et relèvement les homotopies 


, Définition e. procès Ç 

a) lejacobien de/est non n 


det 


& 


+ o, 


. introduites dans le voisinage du P 0 ' 111 y e V 
où f sont les coord° n "“ s le voisinage do point » s j t rimage réci- 
et x 9 celles introduites dan un voisina ge Ü f .<=. = V v U 

b) chaque point yj ^J njon de d o main “. ae SJ f 0 isundifféomorphi S me 
proque est u . /■ y . -» t/- étant ch q rec ouverte tout 

U ...,l-appto "LJiions que v » r 6 l^aines (/..chaque 

entre V k , et V,. Nous a ^ dénombrable de ' n “ lma „ t qua un 

“'ÏtVdé N rmênte chaque analogue es, valable pour le 

SSiîiAWl* ^ possédant les propriétés 

Définition I. VneJP't^J; „ U P varié, iM, 

a) et b) s’appelle reve - été fj est la base J* n{ 0 n entend l’image reci 
un revêtement.) La vanft e » f de reV etement, 

Yespace de revêtement, ra j 


10 - 302 
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nroaue d’an point quelconque F=f'W Le nombre de domaines V kj 
de Limage réciproque (ou le nombre de points d une fibre) est le 

nombre de feuillets. Si ce nombre est fini et égal à m, on dit que / est 
un revêtement à m feuillets. 

Supposons que la variété N soit connexe; on dit que le revêtement 
est irréductible si la variété M est connexe elle aussi. On dit enfin que le 
revêtement /est trivial si la variété M est le produit direct M = N x F, 
où la fibre est discrète (ensemble fini ou dénombrable de points isoles). 

On a le 

Lemme 1. Le nombre de feuillets du revêtement est indépendant du 
choix du point ye N si N est connexe. 

Démonstration. Relions deux points P ar un chemin 

non croisé et différentiable par morceaux y(t), 0 < t < 1. Partageons 

_ , t 1 , k ^ ^ k + \ 

le segment [0, 1] en À'morceaux ô k de longueur —> ou — ^ ^- 

K K K 

dans le segment ô k , k = 0, ..K — 1. On choisira K assez grand pour 
que chaque morceau de chemin y(ô k ) soit contenu tout entier dans un 
des domaines Uj indiqués dans la définition du revêtement. Conformé¬ 
ment à cette définition, l’image réciproque / _1 (y(<5 fc )) est une famille de 
segments, 

f~\y(S k )) = àjk,i U fyk ,2 U • • •> 


où chaque segment ô jktq est contenu tout entier dans un domaine Vj k , q 
•et est isomorphe à un segment y(<5*) par l’application/. Ainsi donc, l’image 
réciproque de chaque point du chemin y varie de façon continue en fonction 
du temps t à l’intérieur d’un segment ô k sans que ses différents points se 
confondent. Tous les points du chemin y(<5 fc ) admettent donc des images 
réciproques identiques. En arrivant à l'extrémité d’un segment ô k , nous 
appliquons ce raisonnement au segment Ô k+1 contenu dans le domaine 
U Jk + 1 , et ainsi de suite (K fois au total) jusqu’à l’extrémité du segment [0, 1]. 
Le lemme est démontré. 


La démonstration du lemme 1 donne lieu au 


Lemme 2. Limage réciproque d'un chemin non croisé différentiable 
par morceaux y (à extrémités y Q , y k distinctes) est le produit direct du 
segment y par la fibre F, c'est-à-dire la réunion de segments non croisés 
(disjoints) dont le nombre est égal au nombre des points de la fibre , 
f~ 1 (y) = y x F. Chacun de ces segments est isomorphe par f à y dans 
la base N. 

Démonstration. Numérotons les points d’une fibre pour t = 0, 
7(0) = y 0 par les indices 1,2,... et introduisons sur l'ensemble F =/“*(?) 
des coordonnées (f, n), 0 ^ t < 1, n = 1, 2, ..telles que pour t = 0 
les points de la fibre F =f~ 1 (y 0 ) = / _1 (y(0)) soient affectés de coordonnées 
(0, n) correspondant au numéro du point de la fibre. En parcourant le 
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chemin y,la numérotation des points de la fibre F = f~ l (y(t)) est trans¬ 
portée par continuité comme dans la démonstration du lemme 1, si bien 
que les coordonnées des points deviennent ( t , n). Le lemme 2 est démontré. 

Définition 2. Nous disons que le chemin p(t) dans M relève le chemin 
y(/) dans N si l’on a f(p(t)) = y(r). 

Le lemme 2 donne lieu au 

Corollaire 1. Etant donné un chemin quelconque y (t) différentiable 
par morceaux dans N , il existe dans M un chemin p(t) qui relève y(0 et 
qui se définit sans ambiguïté par un de ses points p(t 0 ) e M, où fp(t 0 ) =y(*o)- 

Pour démontrer ce corollaire, il suffit de partager y(0 en morceaux 
non croisés et d’appliquer le lemme 2. 

Soient K une variété quelconque (ou un espace topologique), q: K -+M 
son application sur une base de revêtement AT (on suppose que q soit diffé¬ 
rentiable par morceaux) et F: K X I N une homotopie (différentiable 
par morceaux) de q , en sorte que F(x , 0) = q(x) pour tout x e K. On a le 


Théorème 1 (théorème de relèvement des homotopies). Si, l applica¬ 
tion q admet un relèvement q : K -> A/, en sorte que fq=q,l homotopie 
f. x X 7 N de q dans la base N admet un relèvement univoque F: 
X x I M de V application q dans A/, si bien quon a f F = F et F(x, 0) = 
= q(x) pour tout xgK. . 

Démonstration. L’homotopie F de q dans N fait parcourir 
à chaque point q(x) un chemin y x (t) = F(x, t). Pour t - 0 le P°» n 
y (0) = q(x) est relevé en un point q(x). Le théorème resuite du lemme 2 
et du corollaire 1, en remarquant que la recette du rdevement dunctanm 
dépend continûment (en même differcntiablement) du point de base. Le 
théorème est démontré. 

2 . Exemples k «SE 

introduit. su, lu droi.e R'. 

Le nombre de feuillets est égal à oo. 


, „ „ - . ft v — s 1 , le revêtement étant défini 

Exempte 2. Soient M un revêtemen t à |n| feuillets. 

ffiîSifi?.- ÆJÏ- revêtement du domuiue « - R-M> , 

= C* au-dessus du même domaine. 


, , c . u _ ç» et N = RP"- Le revêtement se définit 

JZg&ÏT* " 4 ks points opposés 1 

Hp la çnhere Le nombre de feuillets est 2. 

Un eus particulier de ce revêtement es, l'homomorphisme de groupes 


51/(2) = S s -» 50(3) = RP 3 
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qu'on a étudié dans la Première partie, § 14. Un autre exemple de revê¬ 
tement à deux feuillets est donné par P homomorphisme de groupes 

S 3 X S 9 = SU(2) X SU( 2) -> S0(4), 

dont le noyau est constitué d’éléments 
(1, 1) et (— 1, — 1) (voir Première partie 
§ 14). 

Exemple 4. Soit M = R”. Considérons 
le sous-groupe (pour l’addition) de R" cons¬ 
titué de vecteurs à coordonnées entières 
et noté Z". Le groupe quotient R"/Z" est 
un tore T" (ou un cercle si n = 1). L’appli¬ 
cation /: R" -► T n est un revêtement 
(vérifier !). 

Exemple 5. Considérons un plan R 2 et le sous-groupe G du groupe 
4fes déplacements du plan (x, y) engendré par les transformations 


t/2 


-t/2 


(1,1/2J 


x 

Fig. 57. 


(f, -t/2) 


T i(x, y) = (x,y + 1), 


Tt(x, >’) — + — » — y J. 



Fig. 58. 


En identifiant tous les points déduits les uns des autres par les transfor¬ 
mations de G, on obtient la bouteille de Klein K 2 ; la projection/: R 2 jfi 
est un revêtement à un nombre infini de feuillets. La bouteille de Klein K 2 
se construit au moyen des recollements indiqués sur la figure 57. (Vérifier 
que les générateurs de G satisfont à l’égalité 1t l T l T t T 1 = 1.) Le groupe G 
admet un sous-groupe G' = Z 2 d’indice 2 engendré par les transformations 
r„ Tl £ G. Le sous-groupe G' définit le tore T 2 de l’exemple 4, car 
Tl(x, y) = (x 4- 1, y). Le groupe quotient R 2 /G' est le tore T 2 qui constitue 
un revêtement à deux feuillets de la bouteille de Klein, parce que chaque 
orbite de G sur le plan R 2 comprend exactement deux orbites de G' = Z 2 . 

Exemple 6. Indiquons de manière intuitive le revêtement au-dessus 
d’un « bretzel » (bouquet de deux cercles) et au-dessus du bouquet S l v S 2 
d’un cercle et d’une sphère (fig. 58, a et b; l'application / est représentée 
dans les deux cas comme une projection vers le bas). La figure montre 
que le revêtement au-dessus de N = S 1 x S 2 représente (topologiquement) 
une famille de sphères S 2 attachées dans les points de coordonnée entière 
d’une droite R 1 (qui se présente en l’occurrence comme une courbe héli¬ 
coïdale). 

Exemple 7. Indiquons (toujours de façon intuitive) un autre revête¬ 
ment (« universel ») au-dessus du bretzel S 1 v S 1 (fig. 59). C’est un arbre 
infini M constitué par des « croix » et exempt de cycles (donc contractile). 
Les centres des croix donnent naissance 
chacun à quatre arêtes exactement et sont 
images réciproques d’un point x 0 e S 1 v S 1 . 

Chaque arête se transforme soit en le 
cycle a, soit en le cycle b. Dans chaque 
sommet à quatre arêtes, il y a deux arêtes 
qui se transforment en a et deux arêtes 
qui se transforment en b. 

Introduisons une définition fort utile 
pour le calcul du groupe fondamental. 

Définition 2. On dit que le revête¬ 
ment f : M -* N est universel si n/M) = I 
(c’est-à-dire si l’espace M est simplement 
connexe). 

Dans les exemples que l'on vient de 
voir, les revêtements universels sont: 

a) R 1 -> S 1 (exemple 1); 

b) S" -*• RP" pour n>2 (exemple 3); 

c) SU(2) X SU(2) -» S0(4); 

d) R" —>■ T" (exemple 4); 



(X)* 


ig. 59. Arbre infini \f formé 
de « croix » 


1 
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e) R 2 K 2 (exemple 5); 

f) M S 1 v S 2 (exemple 6, fig. 58, b); 

g) l’arbre M -> S 1 v S v (exemple 7). 

Les autres revêtements signalés sont non universels, vu que l’espace 
de revêtement est mulliplement connexe. 

3. Revêtements ramifiés. Surfaces riemanniennes. Considérons encore 
quelques exemples de revêtements. Introduisons une nouvelle classe de 
revêtements: 

1. Soient M, N deux variétés différentiables fermées de même dimen¬ 
sion n; soit / une application régulière (c’est-à-dire de jacobien 
non nul en tout point). On a alors le 

Théorème 2. L'application f:M->N est un revêtement à un nombre 
fini de feuillets . 

Démonstration. En vertu du théorème sur la fonction ré¬ 
ciproque, chaque point * de M admet un voisinage V x dans lequel 
/ est un difféomorphisme. La variété M étant compacte, il en découle 
que l’image réciproque f~\y) de tout point je M se compose d’un 
nombre fini de points. Il existe donc, pour tout point y de N, un voisi¬ 
ns* U, tel que, pour tout point x, e l’application / de son 

voisinage F,- dans U y soit un difféomorphisme. Ainsi donc, l’image réci¬ 
proque d un voisinage U y d’un point quelconque y e N est la réunion 
de voisinages disjoints, f-\v y ) = V, U ... U V„„ l’application / étant 
un difféomorphisme sur chaque V h Le théorème est démontré. 

2. Soient maintenant M, N deux variétés différentiables fermées de 
meme dimension « comme précédemment, liées cette fois par une appli- 

iar/'ih’ erent >able f. M N qui cesse d’être partout régulière: son 
jacobien s annule sur un certain ensemble A <= M. Dans le cas général 

. A CSt ^ à " “ 1; < l uel£ l uefois «Hé est plus petite. 

complexe" et r ** " Pair ’ M et N étant des variétés 

mornhpi n ^ ’ M N une application analytique complexe (holo- 
morphe). Dans ce cas la condition de nullité du jacobien de / est donnée 

co'mXes e L eq H Uati ° n com P lexe définie en coordonnées locales 

complexes. La dimension de l’ensemble singulier ^ ne dépasse donc pas 
n A et A ne divise pas M en morceaux. P 

Dans ces conditions on a le 

3 ' Soitf-.M-rX me application d’une variété différen¬ 
ce,Z " *" me m,n ™ lé ' é * hmlm 

^crZV^ m<,MsepasN) - 

» revécut d i IZiut^Utl M’trZIZ “ 
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Remarque. L’application initiale f:M-> N s’appelle alors revêtement 
ramifié le long de /( A), 1 ensemble f{A) s’appelle ensemble des points de 

ramification. 

Démonstr ation. Soit un e positif et suffisamment petit. Elimi¬ 
nons de N le e-voisinage ouvert U t de l’ensemble f(A ), et de M, son image 
réciproque j~ 1 (U C ). On obtient alors une application de la variété à bord 
Afg = dans N e = N\U Ei chacune des variétés M t , N E étant 

connexe et compacte. Pour l’application / : M e -► N e la démonstration 
du théorème 2 reste entièrement valable. En faisant tendre e vers 0, 
on obtient le théorème 3. 

La connexité de N et M est la seule suite de l’hypothèse sur la dimen¬ 
sion de l’ensemble singulier A utilisée dans cette démonstration. 

Une classe d’exemples de grande importance est représentée par les 
surfaces riemanniennes non singulières T définies par une équation analy¬ 
tique complexe non singulière (en particulier algébrique) dans le z, tv-planC 2 : 


#(z, w) =w n + afz) \v n - 


a n (z) = 0, 


où a u ..., a n sont des polynômes en z. Cette équation définit la surface 
riemannienne r d’une fonction à n valeurs w(z). 

La projection /: T -> C se laisse prolonger en projection d’une surface 
riemannienne fermée f (à laquelle on a ajouté tes points à l’infini dans 
CP 2 ) sur une sphère CP 1 = S 2 . Posons M = P et N = S-. L’ensemble 
f(A) réunit les points de ramification de f, c’est-à-dire les points du plan C 
et peut-être le point oo. Désignons par N le plan R- = C = S-\oo sur 
lequel on a éliminé tes points de ramification z,. L image., réciproque/ Uù 

est constituée par des points (z x , w aJ ) = P,j de F tels que [Z=Z ^ w-» aj 


Supprimons sur t l’image réciproque f K z *) P our c ? us les a 
Désfgnons par M' la variété qui reste. On a un revetement f.M-*N 

à « feuillets. vr . vnn<! aue pour obtenir l’image réciproque de 

toustaTpoints de ramification sur r, on doit résoudre le système d'équations 


<P(z, w) = 0, 


d<P(z,w ) 


„ . n = _ P (z) = 0 (une surface hyperelliptique). Si 

Exemple 8. $00 multiples, alors T est une surface rieman- 

les racines de Pjz ) - U sont non f voir aussi Première partie, 

menue hyperelliptique non smguli r t L’application /: M'-* N' 

§ i2). ici n' = c\( u z«y m u J 

est un revêtement à deux feuillets. 
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groupe fondamental. 


revêtements 


[CH. 4 


Exemple 9. <P(w, z) = w k - P n 00 = Le cas est analogue au^ précé¬ 

dent, à ceci près qu'on a au-dessus de N =C\^ U un revêtement 

N' à k feuillets. 

Exemple 10. Considérons un polynôme général de degré n en z, n> 

<f>(z, iv) = w n Yi afàw"- 1 , 
i> 1 

où le degré du polynôme a t (z) (en z) n’est pas supérieur à i pour chaque L 
Dans le cas général on a pour <P exactement n(n — l)/2 points de rami¬ 
fication z a qui s’obtiennent en résolvant le système d’équations 0 = 0, 

— = 0 dans C 2 . (On suppose que le système d’équations 0 = 0, 
cw 

0 w = 0 est non dégénéré, auquel cas les points de ramification sont au 
nombre de n(n — l)/2.) En posant AT'=C 2 \^ u z*) et M'=r\^ u f~\z a )y 

on obtient un revêtement f : M r ^ N' k n feuillets. 

Exemple IL La fonction 0(z,vv) est analytique complexe (sans être 
algébrique), et la surface 0 = 0 est non singulière dans C 2 . Les points 
de ramification z a dans le plan de z forment généralement un ensemble 
dénombrable. On demande que ces points de ramification soient suffisam¬ 
ment éloignés les uns des autres dans C. Le revêtement au-dessus de 
N' = C\^ u z a ^ aura en général un nombre infini de feuillets. L’exemple le 

plus élémentaire est donné par l’équation z — e w = 0. On a w = ln z, 
z a = 0 et le revêtement qui apparaît au-dessus de N' = C\0 (ramification 
logarithmique) se présente comme 

/: M' N' = C\0. 

On propose au lecteur de démontrer que Af ' est difféomorphe au plan C. 

4. Revêtements et groupes discrets. Une classe importante de revête¬ 
ments est liée aux groupes de transformations discrets. 

Soient M une variété différentiable (espace topologique) et G un groupe 
de transformations opérant dans M par difféomorphismes (par homéo¬ 
morphismes pour les espaces généraux). 

Définition 3. Le groupe de transformations G est appelé groupe 
discret si, pour tout point y de la variété (ou de l’espace) Af, l’orbite du 
groupe G(y) est un ensemble de points discrets dans M ; cela signifie qu’un 
point y g M admet un petit voisinage U tel que les images g(U) de tous 
les éléments g de G ou bien se confondent, ou bien ne se rencontrent pas. 
Il faut en outre qu’un groupe discret opère librement: cela veut dire que, 
pour tout point yeM , l’équation g(y) = y n’admet qu’une seule s olution, 
à savoir g = 1 ; pour g ^ 1 le voisinage U de y et le voisinage g( U) du 
point g(y) ne se rencontrent pas. 


REVÊTEMENTS ET GROUPE FONDAMENTAL 


Lorsqu’il s agit des variétés, nous envisagerons bien souvent (quoique 
pas toujours) des groupes discrets G formés par les déplacements relative¬ 
ment à une métrique riemannienne g ah . 

Définition 4. Nous disons que le revêtement f : M -> N est défini 
par un groupe discret G qui opère librement par les transformations 
M M si, pour un point quelconque y de la base N , la fibre F = f~ l (y) 
est une orbite de G. En pareil cas on dit que N est l’espace quotient 
de la variété M par le groupe G et l’on écrit N = Af/G. Un tel revêtement 
est d ésigné sous le terme de fibré régulier ou fibre principal de groupe 
discret G. Dans le chapitre 6 nous étudierons aussi les fibrés principaux 
de groupe G non discret. 

Les revêtements indiqués dans les exemples 1 à 9 ci-dessus sont définis 
par des groupes discrets. Par contre, les revêtements étudiés dans 1 exemple 
10 (surfaces riemanniennes algébriques générales) et dans l’exemple 11 
(à l’exception de la ramification logarithmique élémentaire) ne se définissent 
pas en général par un groupe discret opérant librement. 

§ 19. Revêtements et groupe fondamental. 

Calcul du groupe fondamental 
de certaines variétés 

1 Monodromie. Introduisons une nouvelle notion importante: le 

groupe demonodromie du revêtement (« groupe dholouonu«d, S emt »> 

u ( représentation de monodromie » a. Considérons un point y, de 
ou la « represeniauon f . M _+ Nct numéro tons arbitrairement les 

la base TV d un revetemen tJ.M * } Considérons un chernm 

qui relève y et se termine dans un J„) dans laquelle <r(y) 

fibre F. On obtient ainsi la correspondance 
est une permutation de points de a 

a(y): Xj *-*■ x„yy 

Il ressort du théorème 18.1 que et 
classe d homotopie t un homomorphisme (represen- 

= «**>• Tn\N 5 dans le groupe des permutations 

tation) du groupe fondamenta d - - hvpot hèse). La représentation <r 
des points de la fibre F(d in ice revêtement, et son image 

est appelée monodromie ou hoIon ^J 

o(nAN,yo))> le groupe * de monodromie des revêtements 

Indiquons le groupe (represen a on» 18 

en reprenant les exemples elementanes 1 



Exempte 1. R 1 -+ S 1 , t >-*■ e 2n “ . Le groupe ti^S 1 ) est isomorphe à Z; 
désignons par a le générateur naturel de ce groupe. L’image réciproque 
du point (p 0 = 0 du cercle S 1 est constituée par les points d’indice entier 
de la droite (n = 0, ± 1, ± 2, ...). De cette façon chaque point de la 
fibre F =f~\ 0) reçoit naturellement unjndice entier. La monodromie o(a) 
se réduit à une translation 

ni-»- « + L 


Exemple 2. S 1 -> S\ z z", \z\ = 1. L’image réciproque d’un point 

est constituée par les points z k = exp I-l> te = 0, 1, ..., n — 1. La 

transformation de monodromie ff(a) est une permutation cyclique 


Exemple 3. S" -* RP". Un point y 0 e R/’" admet deux images récipro¬ 
ques: atj et x 2 . Ces points se permutent par la transformation <r(a), en 
sorte que xy >->■ x 2 , x 2 1 -> x x . Ici a e n x (RP") = Z 2 est la classe du chemin 
fenné dans R/" 1 qu’on obtient en projetant de la sphère un chemin y 
joignant deux points opposés de S". 

On a de même ^(50(4)) = Z 2 de générateur a, et a{a) est la permu¬ 
tation de deux points dans l’espace de revêtement SU{2) x SU( 2). Nous 
ferons plus tard un calcul en forme de ces groupes fondamentaux. 

Exemple 4. Le groupe est isomorphe à Z" aux générateurs 

<7 I; ....Chaque générateur Oj est l’image par /: R" -► T" du segment 

de droite ÿj joignant le point 0 à un point (0, ..., 1.0) en lequel la 

coordonnée x j est égale à 1 et les autres coordonnées sont nulles. Suppo¬ 
sons que le chemin aj =f(ÿj) définisse la monodromie 

<*«,) = ( mi •” m J ™n\ 

V«i ... mj + l ... mJ 

dans laquelle les points de l’image réciproque F=f~\ 0) sont indiciés 
par des vecteurs de module entier (m„ ...,m n ). 

Laissant au lecteur le soin de définir la monodromie dans les exemples 5 
et 6 (ce qui n offre aucune difficulté), nous nous arrêterons sur la mono- 
dromie dans les cas des exemples 7 et 10 du § 18. 

Exemple 7. Le revêtement universel au-dessus du bretzel N = S 1 v S 1 

gro u^Td^monrir) 01 ~i V a 2 ~ be 7ii(S l v S 1 ) présente le 
g °upe de monodromie libre: cela signifie que tous les mots du type 
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s’avèrent être distincts dans le groupe de monodromie pour k quelconque, 
n q entier non nul et pour i q # z fl+1 : la transformation a{aù décale tous 
les sommets et arêtes d’une unité «vers la droite», et la transformation <r(a 2 ), 
d’une unité « vers le haut ». La figure 59 illustre ce revêtement; on s’assure 
sans peine que deux mots distincts dans 
le groupe libre font passer le sommet ,v 0 
en des sommets différents de cet arbre. 

Exemple 10. Etant donné un poly¬ 
nôme du type général <P(z , w) de degré 
total n en z, w, il existe exactement 
n(n — l)/2 points de ramification non dégé- ™ 
neres Zçjk ), j, k= 1, ..., ;z, où z^-^ = 
k # j. Eliminons de C tous les points z ijk) 
et établissons-nous sur un point de base y 0 e N\ où N' = C\^u z ijk) y 

Choisissons dans la base des chemins a uk) qui se ferment une 
fois autour d’un point de ramification z (jk) (fig. 60). Il se trouve 
que chaque chemin a (jk) fait permuter exactement deux points de la fibre 
F =f~ 1 (y 0 ) = x x [J ... U* n . En choisissant convenablement les indices, 
on peut faire en sorte que o(a (jk) ) fasse permuter Xj et x k en laissant les 
autres points invariants. Le groupe de monodromie est donc le groupe 
complet des permutations des points de la fibre F: ce groupe comprend ni 
éléments. Le fait que la permutation <r(a {jk) ) ne concerne que deux feuillets 
résulte de la dégénérescence d’ordre inférieur que présente la projection 
r -* C dans les points dégénérés pour une surface riemannienne du type 
général (les points dégénérés admettant pour images les points de rami¬ 
fication). Le lecteur démontrera ces résultats à titre d’exercice. 

Le fait que le groupe de monodromie se confond avec le groupe complet 
des permutations des points d’une fibre pour des surfaces riemanniennes 
générales r acquiert une importance toute particulière. Nous laissons 
au lecteur le soin de démontrer la proposition suivante: 

Si la surface riemannienne r l est définie par une fonction algébrique 
multivalente w = w(z) qui représente une expression algébrique ne contenant 

k 

que des radicaux |/~ pour des k différents (et aussi peut-être leurs composés 
avec les opérations d'addition et de multiplication ), le groupe de monodromie 
de 7\ est résoluble. 

(Rappelons qu’un groupe résoluble admet un sous-groupe distingué 
abélien (commutatif) G et que le groupe quotient par G est aussi résoluble.) 

Un groupe de permutations contenant cinq éléments ou plus n’est 
pas résoluble: son seul sous-groupe distingué est un sous-groupe formé 
des permutations paires et qui n’est pas abélien. Ce résultat est résumé 
par un théorème spécial: 
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Théorème (Abel). // n'existe aucune formule algébrique résoluble 
par radicaux , exprimant les racines d'un polynôme général de degré > 5 
en fonction de ses coefficients. 

2. Calcul du groupe fondamental au moyen des revêtements. Considé¬ 
rons un revêtement /: M -> M un point y 0 <= N et son image réciproque 
f-i(y 0 ) = {x l , .y 2 , ..La représentation de monodromie cr fait opérer 
le groupe n x (Ky 0 ) sur la fibre F = f~ l (yj) par permutations de ses points: 

o-(a) : Xj av u) (a e ^(AT, y 0 )). 

Considérons rhomomorphisme du groupe n x (M 9 xj) dans le groupe 
y 0 ) induit par la projection /: M -+ N. On a le 

Théorème 1. Lhomomorphisme /* : njM, xj} -* n^N, y Q ) induit par 
la projection f est un plongement de n x (M, xj) dans n x (N, y 0 ) (un mono- 
morphisme). Le sous-groupe f^nfM. xj) du groupe nfN, y 0 ) est constitué 
par ceux des éléments a e tz 1 (N > y 0 ) pour lesquels la monodromie o(ol) 
laisse invariant le point Xj. Etant donnés deux points distincts x j9 x k , les 
sous-groupes xj et x k ) sont associés à l'aide d'un élément 

quelconque y g y j) pour lequel la monodromie cr(y) est telle que o(y) : Xj i->- 

c'est-à-dire quon a yxj)y = f*n x (M, x k ). 

Démonstration. Si a e 7Tj(Af, xj) et f*( a) = 1 dans le groupe 
Xi(W>yo)* on a . * = L En effe L soit un chemin fermé oc(t) ayant son origine 
et son extrémité en x } et tel que sa projection j(ot(tj) = y(t) se réduise 
à un point sur N ,, les extrémités du chemin y(t) restant des points fixes 
de homotopie situés en y 0 (pour t quelconque); l'homotopie en question 
sera notée F= F(t , r). Puisque /(«(/)) = y(t) = F(t, 0), on retrouve le cas 
du theoreme sur le relèvement des homotopies (théorème 18.1). Le relève¬ 
ment defini par ce théorème sera en l'occurrence le chemin <x(t) déformé 

I'IkLu A,nSI donc ’ l’bomomorphisme f* est un plongement (mono¬ 
morphisme) du groupe Xj) dans le groupe n.(N, y„). 

il oiffu dU ,héo . rème L 7 3 ’ P° ur transporter l’origine de x. en x k , 

et d?Do^rt° IS,r -“ n t C t hem * n T ( - f° nglne ** = V(0) et d’extrémité Xj = y(l) 
et de poser a ^ J*(a) = y- J ay (pour a e x.) on a v*(a) e n (M x, )). 

La projection/(y) dans A donne un chemin fermé y(t) =f(ÿ( t )) qui repré- 

E 3 SSLS,*™Ç e *■>• « *,) : ». J V, ,1 SévS qK 

/?M ) T M transport d’origine devient un isomorphisme 

y* Xj) -+f ¥ n 1 (M y x k ) opérant suivant la formule 

/*(*) *-> y~*/*(«)y x k ), 

ou xj). Le théorème est démontré. 

8™upe fondamenlal 

que AnAM) -Wni,c, q r admet un revêtement f:M-+N tel 
ment universel ’ P P art 'cul.erement, toute variété admet un revête- 
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2. Soient deux revêtements f — M -> N, construits au- 

dessus d’une variété N. Montrer que si les groupes f+n x (M) et f+n x (M') 
se confondent, les revêtements sont équivalents (c’est-à-dire qu’il existe 
un homéomorphisme q>: M -+ AI' tel que f'c (p=f). 

Remarque. Dans chacun de ces deux exercices, au lieu de demander 
que N soit une variété, on peut se contenter d’une condition beaucoup 
moins forte. Nous avons vu en effet, parmi les espaces admettant un revê¬ 
tement universel, le bretzel et le bouquet d’un cercle et d’une sphère à 
deux dimensions (voir fig. 58 et 59). 

Théorème 2. Si le revêtement f:M-+N est défini par un groupe 
discret r opérant librement et constitué par les transformations M -*> M 
et si la variété (espace) M est simplement connexe (nfM) = 1), on a 

«1 (Kyo) * r. 

Démonstration. Choisissons un point x n g f~ l (y 0 ) et construi¬ 
sons une correspondance biunivoque entre les points de la fibre/ _1 (y 0 ) 
(points du type g: v 0 avec g e T) et les éléments du groupe n x (N, v 0 ). A cet effet, 
prenons un chemin arbitraire y x g n x (N, y 0 ) et relevons-le en un chemin 
ayant son origine en x 0 et son extrémité en x 1 ^ x 0 , avec a(yj): ,v 0 x x . 
Considérons un élément g x e T tel que ^(xq) = x t . Etablissons la corres¬ 
pondance yig 1 ; elle est biunivoque (si y x -► g x et y 2 -+g x , le chemin 
JE 1 y2 est tel que G (y\~ l y'i) : -*o -Vo, d‘où y x = y 2 en vertu du fait que 
M est simplement connexe et du théorème 1 de ce paragraphe). La corres¬ 
pondance biunivoque T nfN) établie plus haut conserve la loi de multi¬ 
plication dans les deux groupes, car la transformation a(y) des points 
de la fibre coïncide exactement avec l’action du groupe T sur la fibre. 
Le théorème est démontré. 

Une généralisation du théorème 2 est résumée par le 

Théorème 3. Si le revêtement f : M -* N est régulier , c'est-à-dire 
si f est défini par un groupe discret r opérant librement et constitué par 
les transformations M —► M (« fibre principal »), alors le groupe r des 
permutations de la fibre F = /“ ^jy») se confond avec te groupe de mono¬ 
dromie o{n x (N, v 0 )) opérant sur F. Dans ce cas f*n x {M. xj) est un sous- 
groupe distingué dans n x (N , v 0 ) et le groupe de monodromie (« groupe 
d'holonomie discret ») se confond avec le groupe quotient n x (N 9 v 0 )//*7Ti( A/, xj) 
pour tout point Xj de F. 

Démonstration. Le fait que r se confond avec le groupe de 
monodromie se démontre par analogie au cas du théorème 2, en établissant 
la correspondance entre les éléments du groupe T, les points de la fibre F 
et les éléments du groupe ^(^(M y it )). Il en découle que l’image f*n x {M. xj) 
ne dépend pas de Xj e F et constitue donc un sous-groupe distingué 
dans 7 ti(A, y 0 ) conformément au théorème 1 de ce paragraphe. En vertu 
de la définition de la monodromie, la fibre Fse confond en tant qu’enscmble 



„ in v Vf n (M x) On a en l’occurrence Fæ F, et F est le groupe 
quotient u qui se confond avec le groupe de mono- 

dromie. Le théorème est démontre. 


Exercice. Montrer que, pour des revêtements généraux (non réguliers), 
le groupe de monodromie est isomorphe au groupe quotient nJN,y Q )IP 
par le sous-groupe distingué P = 0 ■*>)• 


Exemples . 1. Le groupe nJS 1 ) = Z opère par translations R 1 -> R 1 
d'un nombre entier (voir § 18, exemple 1), car S 1 est la base du revêtement 
R 1 -► S 1 défini par l'action du groupe discret T = Z. 

2. On a n l (RP n ) = Z 2 pour n > 1, car il existe un revêtement S n RP" 
défini par un groupe T = Z 2 dont l’élément non nul est une application 
symétrique a — x de la sphère S n c: R" +1 (pour n > 1 la sphère est 
simplement connexe, voir § 18, exemple 3). 

3. On a nJT) = Z", car il existe un revêtement R n -> T n défini par 
le groupe r des transports parallèles d’un vecteur de module entier (voir 
§ 18, exemple 4). 

4. Le groupe nJK 2 ) admet deux générateurs 7\, T 2 vérifiant la relation 


TÏ'T&T, = 1 . 


On sous-entend l'existence d’un revêtement R 2 -► K 2 , le groupe r étant 


engendré par les déplacements TJx, y)=(x, y+ 1), T 2 (x, y) 
(voir § 18, exemple 5). 



5. Le groupe nJS 1 v S 1 ) est un groupe libre à deux générateurs; 
ce fait est démontré par l’existence du revêtement universel décrit dans 
l’exemple 7 du § 18. On montre de même que le groupe nJS 1 v ... v S 1 ) 
pour un bouquet de k cercles est un groupe libre à k générateurs. Ainsi 
donc, le groupe fondamental d’un domaine plan du type R 2 \(x x u ... U x k ) 
(troué en k points x ls ... , x k ) est un groupe libre. De tels domaines se 
réduisent (ou sont homotopiquement équivalents) aux bouquets de k cercles 
S l v ... v S 1 . 


6. On a nJS 1 v S 2 ) = Z. Ce fait se démontre par l’existence du revê¬ 
tement universel décrit dans l'exemple 6 du § 18. L’espace M se réalise 
sous lorme d une droite R 1 à laquelle sont attachées, dans les points d’indice 
entier, des sphères S 2 n y Le groupe r opère par translations suivant la 
droite d’un nombre entier, chaque translation transformant une sphère S ( 2 ff , 
en une autre. L’espace S 1 v S 2 est homotopiquement équivalent au do¬ 
maine U = R^XS 1 si le cercle est non noué (ou V = R 3 \(R 1 u a* 0 ». 


3. Groupe d’homologie élémentaire. Définition 1. On appelle groupe 
d homologie à une dimension d’une variété (espace) M le groupe quotient 
de son groupe fondamental par le commutant (groupe n x rendu abélien). 
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Le groupe d’homologie à une dimension se note H JM): 

H JM) = nJM)^, ttJ. 

La loi de composition dans le groupe HJM) se note généralement addi- 
tivement: a -> [or], ab -► [a] + [b] pour l’homomorphisme n 1 -> H x . 

Considérons les intégrales de 1-formes fermées sur une variété N. Si 
la forme œ est fermée (dœ = 0), l’intégrale de œ prise le long d’un chemin 
fermé y ayant son origine et son extrémité en un point y 0 reste constante 
pour les chemins fermés homotopes. L’intégrale de la forme fermée œ 
donne par suite une fonction linéaire sur le groupe 7r x : 

y i—► o û). 

y 


En vertu des propriétés bien connues de l'intégrale, on a 


<j) ÛJ=() 0 }+|a) = o eu, 

J j J J 

YiY2 Y i Yi YiY\ 


Y -1 y 

Il en découle que l’intégrale est une fonction linéaire sur le groupe HJ N) = 
= nJN)l[n^ nj à valeurs réelles ou complexes et que le procédé bien connu 
de calcul de l’intégrale par « déformation du contour » se réduit pratiquement 
à remplacer y par un contour équivalent dans le groupe d'homologie. 
Soit dans le groupe HJN) un élément périodique («classe d’homologie») 
[y] e HJN) pour lequel il existe un entier m tel que m[y] = 0 dans HjM). 

Alors l’intégrale o o) s’annule chaque fois que co est une forme fermée. 

[y] 

On a en effet 



aussi 


œ 


0. 


Les intégrales des formes fermées se définissent donc comme des fonc¬ 
tions linéaires sur un groupe HJN) qu on déduit de HJN) par passage 
au quotient suivant la torsion (en annulant tout élément d ordre fini). Le 

groupe H x s’appelle groupe d'homologie réduit. 
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Exemples, a) Pour un domaine plan N = R 2 \(xj U ... (J x k ) le groupe 
est libre, et le groupe H^N), dont la torsion est nulle, est un groupe 
abélien libre (réseau) Z*. 

b) Pour R P" le groupe jti(R P") = Z 2 , le groupe H^RP") = Z 2 égale¬ 
ment et le groupe H^RP") est trivial. 

c) Pour la bouteille de Klein K 2 le groupe n^K 2 ) admet deux généra¬ 
teurs r„ T 2 vérifiant la relation 7’ 2 -1 7’ 1 7’ 2 7 ’i = 1; dans le groupe 

cette relation devient 

2[rj = 0, 

si bien que l'élément {T,] ~ 0 dans le groupe Hy(K 2 )-, le groupe H X (K 2 ) 
est isomorphe à Z. 

Ainsi donc, l’intégrale de toute forme fermée donne une fonction linéaire 
sur le « groupe d’homologie réduit » H^N) à valeurs dans R ou dans C. 

Sont parfois intéressantes des fonctions linéaires, dites « caractères », 
à valeurs dans l'ensemble des nombres réels de module 1, c’est-à-dire dans 
un cercle. Le groupe H^N) s’avérant trop petit dans ce cas, on est amené 
a considérer le groupe d’homologie H^N) tout entier. A titre d’exemple, 
considérons un homomorphisme d’orientation (noté multiplicativement) 

a\ 7ti (N) -* (;£ 1) = Z 2 

(voir § 17) qui nous ramène en fait à H^N). Cet homomorphisme est 

non trivial pour R P 2 et K' 2 , comme pour toute variété non orientable 
(voir Ja fin du § 17): 

a) pour RP- on a n, = Z 2 et c(d) = - 1 si a # 1; 

r T n/rf ,e n! r ° U f nim admet comme générateurs les éléments 
est alors ' = êr ° UPe L,homomor Phisme d’orientation 

ff (Ti) = + i, «r ( t 2 ) = - i. 

nou 1 és S sfmnî )eS J 0n , dam ? taUX com P Iémen taires dans R3 des cercles 
noues seront calcules plus tard (§26). 

Exercices. 1. Soit une surface fermée orientable M 2 (sphère i p- ansesï 

rrï™- des cô,& ÆSfïiàïS 

i P ur g 2). Montrer que le groupe ii,(Af 2 ) se définit 

par les générateurs « lf b, . bg vérifiant la relation * 

JT a i b flT l K x = 1. 

/= I 
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2. Soit une surface non orientable N% obtenue par recollement de la 
façon illustrée sur la figure 62. Montrer que le groupe 7 r,( N 2 ) se définit 
par les générateurs c u ..., c„ vérifiant la relation cfc\... cj, = 1. 

3. Chercher le groupe fondamental de la variété des éléments linéaires 
unités d’une surface M 2 . 



Fig. 61. Fig. 62. 


§ 20. Groupes discrets des déplacements 
du plan lobatchevskien 

Dans la Première partie nous avons décrit les groupes discrets des 
déplacements du plan euclidien et les groupes discrets des rotations de 
l’espace euclidien tridimensionnel, en soulignant la liaison étroite de ces 
groupes avec les réseaux cristallins sur le plan et dans l’espace. Une 
classification analogue peut être faite pour les groupes discrets des dépla¬ 
cements du plan lobatchevskien muni d’une métrique standard. Dans ce 
paragraphe nous proposerons cette classification en omettant les démons¬ 
trations, car le raisonnement est beaucoup moins facile que dans le cas 
euclidien. Quant à la description des groupes discrets des déplacements 
de l’espace lobatchevskien à trois dimensions, c’est un problème autre¬ 
ment plus difficile que nous n’aborderons même pas ici. 

L’intérêt des groupes discrets des déplacements du plan lobatchevskien 
tient à ce que ces groupes sont étroitement liés aux variétés fermées à deux 
dimensions et à leurs groupes fondamentaux. En donnant la description 
des surfaces à deux dimensions, nous avons remarqué qu’un tore peut être 
mis sous forme de l’espace quotient d’un plan (espace de courbure nulle) 
par l’action d’un groupe discret Z(a) © Z (b) dont les générateurs a et b 
définissent les translations d’un vecteur du type (1,0) et (0, 1). Puisque 
ce groupe opère librement sur R 2 , il est isomorphe au groupe fondamental 
du tore T 2 = R 2 /Z © Z. (Notons qu’une sphère S 2 ne peut pas être 
mise sous forme de l’espace quotient d'un plan par l’action d’un groupe 
discret, ce qui s'explique en particulier par le fait que la sphère est une 
variété simplement connexe et que sa courbure totale est positive.) On 
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verra, par exemple, que toute surface orientable dont le genre est supé¬ 
rieur à 1 peut être représentée comme espace quotient du plan loba- 
tchevskien par l’action d’un groupe discret isomorphe au groupe fonda¬ 
mental de cette surface. Le groupe discret opère alors comme un sous- 
groupe d’isométrie de la métrique standard de Lobatchevski, ce qui fait 
que la variété quotient qui en résulte (car le groupe opère librement, sans 
points fixes) reçoit automatiquement une métrique induite de courbure 
constante négative. Dans le cas d’un tore également le groupe fondamental 
Z @ Z opère, sur le plan euclidien, comme un sous-groupe du groupe 
d’isométrie. 

Tout d'abord nous donnerons une classification géométrique des groupes 
discrets des déplacements du plan lobatchevskien et indiquerons la liaison 
de ces groupes avec les polygones convexes sur le plan lobatchevskien. 

Nous nous servirons principalement de deux modèles du plan loba¬ 
tchevskien: le demi-plan supérieur (du plan complexe) muni de la métrique 

dl z = - — et le cercle unité muni de la métrique cil 1 = — ~^ r ^ . 

y 2 (1 — r 2 ) 2 

Rappelons qu’un groupe des transformations (du plan lobatchev¬ 
skien en l'occurrence) T est discret si pour tout couple de points 
x, y e L s (en désignant par L 2 le plan lobatchevskien) il existe des voisinages 
ouverts de ces points (par exemple un disque de centre en r et en y respec¬ 
tivement) tels que l’ensemble des transformations de r, qui envoient 
le voisinage de x dans un ensemble dont l’intersection avec le voisinage 
de y est non vide, soit fini. Rappelons que toute transformation faisant 
partie du groupe T est par définition un difféomorphisme du plan loba¬ 
tchevskien. Si r z est stabilisateur de x (c’est-à-dire l’ensemble des transfor¬ 
mations de r laissant invariant le point x), alors r x est un sous-groupe 
tmi du groupe r. La réciproque est également vraie: si T est un groupe 
d îsometne opérant sur le plan lobatchevskien de telle façon que toutes 
les orbites de son action sont discrètes et que tout point du plan admet 
un stabilisateur fini dans T, alors T est un groupe discret. 

, , Définition 1. Soit le groupe discret r des transformations du plan 
obatchevskien un sous-groupe du groupe d’isométrie. Un sous-ensemble D 
du plan lobatchevskien est appelé domaine fondamental pour T si 

1) Z> est un fermé; 

entferf 0 ^ 116 ^ ^ ^ confond avec Ie Plan lobatchevskien tout 

3) le plan L 2 admet un recouvrement par des ensembles y (D) y e r 

rencontre STf TT? ^ ^ ^ *“*»"** d * L ni 
rencontre qu un nombre fini d’ensembles y(D); 

tran 4 sforma a rion d aueleo emble d “ P ° intS intérieurs ' de D Par l’action d’une 
ansformat.on quelconque appartenant à r (sauf la transformation iden¬ 
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tique) ne rencontre pas l’ensemble des points intérieurs de D. Cette propriété 
peut s’écrire de manière formelle comme suit: 

y(Int D) n (Int D) = 0, yef, y ¥= e, 


où Int D est l’ensemble des points intérieurs de D , Int D =D\ôD, dD étant 
le bord d e D. 

On montre facilement que tout groupe discret T admet comme domaine 
fondamental sur le plan lobatchevskien un polygone convexe à un nombre 
de côtés fini (vérifier !). 

Notre but est de décrire les groupes discrets des déplacements du plan 
lobatchevskien. Comme le groupe d’isométrie du plan lobatchevskien est 
isomorphe à SL( 2, R)/Z 2 , il s’agit donc d’énumérer tous les sous-groupes 

(a b\ 

discrets du groupe SL(2, R), c’est-à-dire du groupe des matrices IJ 
à éléments réels de déterminant ad — bc= 1. Rappelons l’action de SL( 2, R) 
sur L,: si g = (“ 6 ) e SL( 2, R) et z est un point du plan lobatchevskien 

U d) , , 


L„ réalisé sous la forme du demi-plan supérieur, alors g(r) = 


az + b 
cz -f- d 


que Im g(z) = 


le plan L 2 revient à lui-même par chacune 


de ces transformations. Il est évident que toute transformation de la 
nature indiquée est une isométrie de L 2 ; on a donc un homomorphisme 
de SL( 2, R) dans le groupe d’isométrie de L 2 . Le noyau de l’homomorphis¬ 
me est le centre (i 1} ~ Z 2 du groupe R), et 1 image, la composante 

connexe de l’élément unité du groupe d isométrie de L»\ cette composante 
est donc isomorphe au groupe quotient SL(2, R)/Z 2 . 

Les groupes opérant discrètement sur le plan lobatchev’skien apparais¬ 
sent naturellement quand on donne la classification des variétés analytiques 
complexes à une dimension. Toute variété connexe analytique complexe X 
admet la représentation X = X/r, où X est une variété analytique simple¬ 
ment connexe (le revêtement universel) et T un groupe qui opère discrè¬ 
tement et librement sur X comme le groupe de ses automorphismes com¬ 
plexes; le groupe r est isomorphe alors au groupe fondamental ^(^0 
de X. Dans toutes les représentations de ce type concernant la variété X y 
les groupes T sont conjugués dans le groupe complet des automorphismes 

de X. 


Il se trouve que les variétés analytiques connexes simplement connexes 
à une dimension sont au nombre de trois (à une équivalence biholomorphe 
près). Ce sont: 

1) la droite projective CP\ ou l’espace projectif complexe à une dimen¬ 
sion; 
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2) la droite affine C 1 , ou le plan de la variable complexe z; 

3) l’intérieur du cercle unité {zeC*| \z\ < 1} sur le plan complexe. 

Tout revient donc à définir les groupes d’automorphismes qui opèrent 

discrètement et librement sur ces trois variétés. Nous supposerons que 
chaque transformation faisant partie de T est une transformation analy¬ 
tique complexe, c’est-à-dire un automorphisme de la structure complexe 
définie sur la variété X. 

Proposition. 1) Tout automorphisme de la variété CP 1 admet un point 
fixe. 2) Le groupe des automorphismes T opérant discrètement et libre¬ 
ment sur C\ pour lequel la variété quotient C 1 //" est compacte , réunit les 
translations z*-+z + a, où a parcourt les vecteurs d'un réseau bidimen¬ 
sionnel sur C 1 . 3) Chaque automorphisme du cercle unité admet la repré¬ 
sentation z *-*- 0 —-——5 ou \0\ = 1, |a| < 1; ce peut être en particulier 

le groupe des déplacements dans la métrique de Lobatchevski du modèle 
de Poincaré. 

Soient X = Z 2 le plan lobatchevskien, T un groupe discret formé 
par les déplacements sur Z 2 et D un polygone convexe qui constitue le 
domaine fondamental pour T. Considérons une réunion de polygones 
du type {y D}, ye T; ces polygones juxtaposés couvrent complètement le 
plan lobatchevskien sans se superposer (voir plus haut). Une telle partition 
du plan lobatchevskien s’appelle pavage, et les polygones élémentaires, 
les paves. Deux paves sont appelés contigus si leur intersection est un sous- 
ensemble a une dimension, c’est-à-dire une courbe sur le plan. Si D,. D, 
sont deux paves contigus, on considère que Z), n Z> 2 est le côté commun 

de ces deux polygones. Pour qu’il en soit 
toujours ainsi, il suffit d’ajouter au poly¬ 
gone fondamental un certain nombre de 
sommets d’angle au sommet égal à 7 r, ce 
qui fait que deux pavés contigus quelcon¬ 
ques viennent se couper exactement sui¬ 
vant leur coté commun (fig. 63). Pour 
chaque côté a d’un pavé Z), il existe un 
pavé et un seul A tel que a soit le côté 
Sommet ajoute' commun de Z) et de D x \ on passe de D à 

•/ A en faisant une transformation y appar¬ 
ie- 63. tenant au groupe T; nous la désignerons 

que y(a) a’ = a (le domaine n r( ?' 11 Cxiste alors un côté a> e D tel 
coulequetfaWvSw ! rencon ran * «on image par *«)). lien dé- 

A que y(a ) _ (y( a )) i, e t en particulier a" = (a'Y = * (fi e 64 ) 

indiquée''on obSune '\\ “r**^ ,üiCorres P ond P«l’application 
q obtient une transformation involutive (c’est-à-dire transfor- 
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mation dont le carré est la transformation identique) de l’ensemble des 
côtés de D. Certes, il peut arriver que a' = a; on a alors (y(fl)) 2 = e 



Fig. 64. 

et y(a) est une application symétrique de D par rapport à a ou une rotation 
d’un angle égal à n par rapport au milieu du côté a. Ce fait est formalisé 
par le 

Lemme 1. Deux pavés y x D et y 2 D sont contigus si et seulement si 

y» = 7i y(a)- 

Une suite de pavés D=D 0 , D u ...,D k telle que deux pavés D ( 
soient contigus pour i — 1,2, ..., k, s’appelle chaîne de pavés. 

Pour chaque pavé A il existe un déplacement et un seul y t tel que 
y,Z> = D x . On a alors une application induite des côtés du polygone 
fondamental sur ceux du pavé : cela signifie que les côtés du pavé Z^ peuvent 
être désignés par les mêmes lettres que ceux du polygone Z> 0 = D. 

Dans la chaîne des pavés D = Z> 0 , D x , ..., D k (avec par exemple D t = 

= yiD 0 ) les polygones A-a» A sont contigus ; on a donc en vertu du lemme: 

Vi = 7i-iy(tf,) et y k = y(fli)y(fl 2 )- • - v(fl*). A la chaîne des pavés correspond 
donc la suite des côtés du pavé D . a l9 a 2 , •. - , fl*, d'où le 

Théorème 1. Le groupe T est engendré par les éléments y(fl), ou 
a parcourt tous les côtés du polygone de pavage. 

Décrivons maintenant les relations dans ce groupe. Soit y(a x ) ... 

... y(a k ) = e; on a alors une chaîne dont le dernier élément est le pavé D 
lui-même, c’est-à-dire le polygone initial de pavage (fig. 65). Aux relations 
dans T correspondent donc des chaînes fermées appelées généralement 
cycles. Les relations du type y(a)y(a) = e seront appelées relations élémen¬ 
taires de premier type ; elles engendrent le cycle D 0 , A* A, dit cycle de 
premier type. 

Considérons un sommet du pavé D avec l'ensemble des pavés qui 
contiennent ce sommet; la suite de ces pavés forme un cycle (fig. 66). C’est 
un cycle de deuxième type qui correspond à une relation élémentaire de 
deuxième type. 

Théorème 2. Les relations élémentaires de premier et deuxième types 
forment un système qui définit les relations de groupe pour les générateurs 
y{a) du groupe discret T, c'est-à-dire que toute autre relation en découle . 

Ce théorème équivaut, en fait, à la description géométrique complète 
de la structure de tout groupe discret de déplacement du plan loba¬ 
tchevskien. 
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Réciproquement, proposons-nous de reconstituer le groupe discret r 
à partir d'un polygone fondamental donné. Soit sur le plan lobatchevskien 
un polygone convexe ayant un nombre fini de côtés et dépourvu (provi¬ 
soirement) de sommets à l’infini. Deux cas sont à distinguer alors: le poly¬ 



Fig. 65. 


Fig. 66. 


gone peut être infini «en débouchant sur l’infini» de la manière représentée 

par exemple sur la figure 67; puisque les points de l’absolu n’appartiennent 

pas au plan lobatchevskien, ou considère que le polygone n’a pas de sommet 

a ‘, fi ni qUand s ? n côt . é q uelcon< l ue tombe dans l’absolu comme montré 

Pi fi a . ®“ re Ç our a droite AB. Par contre, si deux droites, en s’éloignant à 

au7?è’ii bent T U “ même P ° int de rabsolu (% 68), on considère 
que le polygone admet un sommet à l’infini. 

On admet que certains angles au sommet du polygone soient égaux à n. 



Fi * 67 * Fig. 68. 


chaque côté rinSteun^t»^ d “ CÔtéS du P 0, yg° ne: « m- a'. Pour 
et y(n)D n n o placement et un seul y(a) tel que y(a)a r = a 

.érffite S,,PPO!0,,s q “ ks conditions snlvanS soient 


0 y(a)y(a) = e; 

telIe 2) q P u°on “ ?** SUke de CÔtés ** 

y(ajjD, -j{a x )y{a.,)D. . v ( a \ k \( /] ^n ^ 6S polygones enchaînés D, 

par là que tous les polygones enrha" ^ ferment autour de A; on entend 

polygone est contigu aujf précédents^de^Dlus n« ennent A et que cha « ue 
poser un voisinage du point A. ’ P S recouvrent sans se super- 
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On a alors le 

Théorème 3. Les conditions 1) et 2) étant vérifiées , les déplacements 
y(a) engendrent un groupe discret de déplacements du plan lobatchevskien 
pour lequel D est le domaine fondamental. 

Considérons quelques exemples élémentaires. 

Exemple 1. Soit D un polygone dépourvu de tout sommet: un tel 
polygone est représenté à titre d’exemple sur la figure 69. Considérons des 

déplacements y(a ), y(a') tels que y(a)a = a; 
y(a)y(a') = e; y(a)D n D=a. L’existence de pareils 
déplacements est garantie : une droite se trans¬ 
forme en une droite, et le demi-plan donné en le 
demi-plan donné. Ces déplacements engendrent un 
sous-groupe discret dans le groupe d’isométrie. 

Si aucun côté du polygone dépourvu de sommets 
ne correspond à lui-même, on obtient de toute évi¬ 
dence un groupe libre. S’il y a des côtés qui corres- Fig - 69 - 

pondent à eux-mêmes (on en voit un sur la figure 69), il y a dans le groupe 
une relation non triviale. 

Exemple 2. Dans un groupe engendré par des transformations symé¬ 
triques on a a' — a pour a quelconque et y(a ) est une symétrie par rapport 
au côté a. Ces éléments sont d’ordre 2. 

Considérons maintenant le cas où le domaine fondamental (polygone) 

D contient un sommet à l’infini (tout en restant fini lui-même, ce qui veut 
dire qu’il a un nombre fini de sommets). Soient D un tel polygone fini 
et a »-► a' une transformation involutive de ses côtés: y(a) sont des dépla¬ 
cements du plan lobatchevskien 
tels que y(a)a' = a; y(a)D n D — a; 
y(a)y(a') = e. Soit A un sommet de Z>; 
la figure 70 montre la façon d'ob¬ 
tenir dans ces conditions la suite des 
côtés a l9 ..., a q9 ... On obtient en 
même temps une suite de sommets, 
car chacune des transformations indi¬ 
quées fait décaler le sommet A. On 
réalise donc deux suites : a x , a 2 > • • et 

A, A u A 2 , . .. (ici A x est l’image du Fig. 70. 

sommet A par l’application y(fli), et 

ainsi de suite). Nous dirons que ces deux suites sont engendrées par 
le sommet A. Puisque le polygone considéré est fini, chacune des suites 
présente un nombre fini d’éléments et est donc périodique. Soit p la plus 
petite période de la suite des côtés; alors p sera aussi la période de la suite 
des sommets A , A l9 A ÿ9 ... ; le nombre p est appelé période du sommet A. 








GROLPE 


fondamental, revêtements 


, clI : f . s indiquées peuvent être prolongées dans l> ail( 

des “ du — ô 


Sût p la Période du sommet A: cela signifie que la suite des 
confient un sommet A p qui se confond avec A. On dit alors que l es So J’ n,et s 
J A A , forment un cycle de sommets (engendré par aPt ' me,s 
ces’ constructions sont également possibles pour un sommet à i&? 

Supposons maintenant que les déplacements y(à) engendrent un « n * 
discret pour lequel D est le domaine fondamental. Soit A un Upe 
ordinaire du polygone D (c’est-à-dire un sommet qui n’est pas à 1’^^ 
la chaîne des pavés doit alors se fermer autour de A, si bien qu'il h'-’ 
y avoir un m naturel tel que (y(^,)y(û..) ... y(a p )] m = e . (La pé r jod 1 
peut d’ailleurs s’avérer trop petite pour que la chaîne des pavés se f P 
autour de A. En effet, si le sommet A revient à lui-même à la su 
translations successives indiquées, cela ne veut pas dire pour autant" 6 - '^ 
a parcouru la totalité des pavés contigus à A.) on 

Le nombre m s'appelle la multiplicité (ou le nombre de multiplia,K 
du sommet. (Ce n’est pas la période du sommet!) lu “'Phaié) 

Pour que la chaîne se ferme une fois autour du sommet, il faut en 

outre que soit vérifiée la condition £ (A ,j = 2 n/m, où A, est l’ouverture 

D. Si la Iransformano, 

Âir - * i a rV rdi,?„T nt H 10 "' la . i elati ° n 

On vérifie aisément mie lec M 1011 lndl ^ uee ci-dessus pour les angles, 
même cycle (ou du chemin ^ relat /° ûs correspondant aux sommets d’un 
valentes. ppose fermé autour du sommet A) sont équi- 

Quant au sommet à l’înfi • *i , 

qui est bien évident) Hon* 11 -! > n CX * Ste aucun chemin qui le contourne 
Lemme 2. Pour y a PaS de relation * ^ a r contre, on a le 

corre^ A St un dé Pfocemm l «f la tra ^formation y(a 1 )y(a 2 ) -- 

P0n ^ te (de la transroL P< ! rab ^ lgue ’ c 'est-à-dire tel que la matrice 
réels est analn». - , ,1 , m °graphiqué) d'ordre 2 à coefficients 

na,0 ^ e a la matrice ( 1 M 
. Théorème 4. s ■ vO 1 / 

a tels qll yfJ e , s co,é s et deTdénl^ poIygone fini D, une permutation 
. a ~~ a > (y(a)D) n r Pacefne nts y (a) pour chacun de ses cotes 

u P°lygone on ait V ^ ° Supposons que pour chaque sointnet 


on ait ^ {A) Lfuc [juur uv..- 

eonserv <= \ ^n/m et q ue j a transformation [y(ût) 

nation yt a 7 Supposons enfin ^ en découle la relation fyfûn) • 

( l} • • ' Ko,) soit unit pour ^mmet à l'infini la <f s 
” décernent parabolique sur le pian 
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tchevskien. Sous ces conditions , le groupe qu'engendrent les éléments y(a) 
est discret et admet le polygone D pour domaine fondamental. 

Exemple 1. Groupe engendré par des transformations symétriques 
(fig. 71, a ). La période du sommet A est 2; sa multiplicité est m. 



Fig. 71. 

Exemple 2. Groupe engendré par des rotations (fig. 71, b). Soit A s = 
= 2n!m s avec des m s entiers; supposons que les côtés adjacents au som- 

k ^ 

met A s soient égaux. Soient (B { ) = 2n/m et y 5 , la rotation d’un angle 

i=i 

2n/m s dans le sens des aiguilles d’une montre autour du point A s . Toutes 
les conditions du théorème 4 sont réunies, ce qui veut dire qu’on est en 
présence d’un groupe discret. Les relations qu’admet ce groupe sont: 
(y(à)) m — e pour le sommet A, (y x y 2 ... y k ) m = e pour le sommet B. 

Remarquons que la géométrie euclidienne connaît très peu de polygones 
de cette nature puisqu’on a la relation 

k 1 1 

s —+—=*-i 

/Ti m t m 

qui entraîne que k ^ 4. (Nous omettrons de la démontrer.) Quant au plan 
loba tchevskien, il admet une infinité de polygones (donc de groupes) de 
la nature décrite. 

Exemple 3. Considérons un 4/r-anglc sur le plan lobatchevskien repré¬ 
senté sur la figure 72, a. Supposons que la somme de ses angles soit égale 
à 2n et que a t = af b { = b\ pour tout i. 

Proposition. Les déplacements oc i9 /? f du plan lobatchevskien qui 
conservent Vorientation et qui se laissent définir sans ambiguïté par la condi¬ 
tion a,: a { a-, b { -► b\ engendrent un groupe discret sans points fixes 
qui vérifie la relation 

oifiÆ'Pï 1 • ■ ■ «fikXk'Pk 1 = e 

et dont le domaine fondamental se confond avec te polygone initial. 




Ce groupe est isomorphe au groupe fondamental d une surface rie- 
mannienne de genre k, c'est-à-dire sphère à * anses, et le polygone mit,al 
est celui qui définit l’écriture canonique de cette surface (voir § 19, 

exercice 1). 



a) 


à) 


Fig. 72. 


Corollaire. Le revêtement universel d'une surface orientable fermée 
de genre g > 1 (sphère à g anses MJ) est le plan lobatchevskien. 

Exercice . Montrer qu’on retrouve la même surface en prenant dans 
l’exercice 3 le cas b (fig. 72) au lieu du cas a. 

Citons en conclusion un théorème de finitude pour les groupes discrets 
(sans démonstration): 


Théorème 5. Tout polygone convexe d'aire finie représentant le domaine 
fondamental d'un groupe discret des déplacements du plan lobatchevskien 
possède un nombre fini de côtés {et aussi un nombre fini de débouchés sur 
l'infini s'ils existent). 

Passons maintenant à l’étude d’un groupe spécial, dit groupe de Mobius, 
et à la classification des transformations homographiques. 

Nous étudierons tout d’abord les transformations homographiques 
sur la sphère riemannienne: CP 1 «C u (oo) = S 2 , c’est-à-dire sur la droite 
complexe achevée. L'ensemble des transformations homographiques non 
dégénérées (à coefficients complexes) forme un groupe dit groupe de Mobius 
et noté Mob. On a isomorphisme évident Mob « SL{ 2,C)/{± 1} (les 
matrices (± 1) constituent le centre du groupe SL{ 2, C)). On apprend en 
théorie de la forme normale de Jordan que toute matrice o appartenant 
au groupe SL{ 2, C) est semblable à l’une des matrices suivantes : 

(o ; ) ’ c est "à’dire + —;2)(J c’est-à-dire z cz. On a 



dans le premier cas une transformation parabolique , et dans le second 
soit une transformation elliptique (pour \c\ = 1), soit une transformation 
hyperbolique (pour c e R et c > 0): dans tous les autres cas o est désignée 
sous le terme général de transformation loxodromique. La transformation 
identique n’a pas sa place dans cette classification. La terminologie proposée 
concerne non seulement les matrices (des types indiqués) mais aussi les 
éléments du groupe Mob représentés par ces matrices. Pour un représen¬ 
tant de g (c’est-à-dire une matrice) tel que det<r = 1, on a le 

Lemme 3. Soit g e SL{ 2, C), g ^ ± 1. Dans ces conditions : 1) la 
matrice g est parabolique si et seulement si Tr g = ± 2 ; 2) la matrice g 
est elliptique si et seulement si Tr<re R et |Tr cr| <2; 3) la matrice g 
est hyperbolique si et seulement si TraeR, |Tr o\ > 2; 4) la matrice g 
est loxodromique si et seulement si Tr g $ R. 


Dans ce lemme Tr 



= a + d est la trace ordinaire de la matrice. 


Le lemme permet de voir que le groupe SL( 2, R) ne contient aucun 
élément loxodromique. Proposons-nous de caractériser les transformations 
appartenant à SL{ 2, R) dans le langage des points fixes de la transformation. 
Remarquons que toute transformation appartenant à SL{2 , R) (et aussi 
à SL{ 2, C)), sauf la transformation 1, admet sur la droite complexe achevée 
deux points fixes, éventuellement confondus. 


Lemme 4. Soit o e SL{ 2, R), g # ± 1. Dans ces conditions : 1) la 
matrice g est parabolique si et seulement si la transformation g admet 
exactement un point fixe sur la droite achevée R U oo; 2) la matrice g est 
elliptique si et seulement si la transformation g admet un point fixe sur 
le demi-plan supérieur H = {ze C | Im z > 0} et un deuxième point fixe 
sur le demi-plan inférieur ; 3) la matrice g est hyperbolique si et seulement 
si la transformation g admet deux points fixes sur la droite achevée R U (oo). 

Soit T un sous-groupe discret du groupe SL{2, R). Un point zeH 
est appelé point elliptique de T s'il existe une transformation o e T telle 
que o(z) = z, où g est un élément elliptique. De même, un point s e R U (oo) 
est appelé point parabolique de T s’il existe une transformation z e T 
telle que z(s) = 5 , où t est un élément parabolique du groupe. 

Indiquons quelques propriétés élémentaires de chacun des types de 
transformations énumérés. 

1. Type hyperbolique, a) Tout cercle passant par les points fixes de 
la transformation revient à lui-même à la suite de la transformation ; chacune 
des deux parties du cercle limitées par les deux points fixes revient egalement 
à elle-même. 

b) L’intérieur du cercle passant par les points fixes de la transformation 
revient à lui-même. 

c) Tout cercle orthogonal à un cercle passant par les points fixes 
admet comm~ image un cercle qui présente la même propriété. 
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d) Les points fixes sont conjugués par rapport à tout cercle orthogonal 
à un cercle passant par les points fixes. (Par exemple, étant donne un cercle 
de centre O et de rayon R, les points A, B sont conjugués par rapport 
à ce cercle si les points <?, A, B sont alignes sur une demi-droite issue 

de O et si \OA\ • \OB\ = R 2 .) 



Fig. 73. 

La figure 73 représente deux familles de cercles décrites plus haut et 
indique les transformations des domaines formés par la partition du plan; 
chaque domaine hachuré se transforme en un domaine contigu (non hachuré) 
dans le sens de la flèche. % 

2. Type parabolique, a) Tout cercle passant par le point fixe de la trans¬ 
formation se transforme en un cercle tangent au premier dans le point fixe. 

b) Il existe une famille de cercles (dépendant d’un paramètre) qui sont 
tangents tous dans le point fixe et qui se transforment chacun en lui-même. 

c) L’intérieur de chaque cercle fixe revient à lui-même. 

La figure 74 indique le résultat de la transformation parabolique du 
plan. Chaque domaine hachuré se transforme en un domaine contigu 
(non hachuré) dans le sens de la flèche. 

3. Type elliptique, a) Tout arc de cercle joignant les points fixes de 
la transformation se transforme en un arc de cercle joignant les points fixes. 

b) Tout cercle orthogonal à un cercle passant par les points fixes revient 
à lui-même. 

c) L’intérieur de tout cercle du type décrit sous b) revient à lui-même. 

d) Les points fixes sont conjugués par rapport à tout cercle orthogonal 
à un cercle qui passe par les points fixes (fig. 75). 

Il existe une classe importante de groupes discrets des transformations 
du plan lobatchevskien, répondant à la définition suivante. 







Fig. 75 


i 
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Définition 2. Un groupe discret engendré par un nombre fini de 
transformations du plan lobatchevskien est appelé groupe fuchsien si 
toutes ses transformations conservent 1 orientation. 

Dans le texte qui suit, le lecteur trouvera une description complète 
des groupes fuchsiens (dont chacun est réalisable avec un domaine fonda¬ 
mental de volume fini). 

Définition 3. On appelle F-signature un ensemble ordonné d’entiers 
(g; m^ ..., m r ), avec g ^ 0 et m 19 ..., m r ^ 2 ; g est le genre et 7?^, ..., m r 
les périodes. L'entier r peut être nul, auquel cas l’ensemble des périodes 
est vide. Chaque entier peut apparaître plus d’une fois dans l’ensemble 
des périodes. Le nombre d’apparitions d’un entier donné dans l’ensemble 
des périodes est appelé multiplicité de la période. 


A chaque F-signature (g; m l9 est associé un groupe discret 

aux générateurs x l9 ..., x r ; a l9 b l9 ..., a g , b g et aux relations xi” 1 = 1, 


.. . 9 x7' = 1, A'iX -2 ... xji^a^br 1 .. • QgbgCig'b* 1 — 1. On sait que tout 
groupe fuchsien de transformations du plan lobatchevskien admet une 
représentation pareille (c'est-à-dire qu’il se laisse définir par les géné¬ 
rateurs et les relations du type indiqué). Réciproquement, si l’on a 2g — 2 + 



> 0, il existe toujours un groupe fuchsien de signature 


(g; m j, ..., m r ). On sait que tout élément d’ordre fini d’un groupe admet¬ 
tant une telle représentation est contenu dans le sous-groupe cyclique fini 
maximal qui est conjugué avec un des groupes cycliques engendrés par 
x l9 ..., x r , les sous-groupes en question cessant d’être conjugués entre eux. 
Le genre g est aussi un invariant algébrique en tant que rang du groupe 
quotient F/[F, F]. On a un théorème d’unicité résumé par la proposition 


suivante. 


Proposition. Si le groupe discret r de F-signature (g; m l9 ..., ?n r ) 
est isomorphe au groupe discret F' de F-signature (g'; m\ 9 . ..,m' r ), alors 
g = g\ r = r' et il existe une permutation (p de Vensemble (1, ..r) telle 
que m; = (/= 1, ...,r). 

La réciproque est également vraie: si (p est une permutation de l’en¬ 
semble d’entiers (1, ...,r), le groupe F de F-signature (g; m u ...,m r ) 
est isomorphe au groupe F' de F-signature (g; 7 W^ (1) , ..., m <p{r) ). 

Un groupe discret engendré par un nombre fini de déplacements sur 
le plan lobatchevskien est appelé groupe cristallographique si son domaine 
fondamental a un volume fini. 

Nous donnerons maintenant une classification des groupes cristallo¬ 
graphiques sur le plan lobatchevskien basée sur les signatures qui seront 
décrites dans le texte qui suit. 


groupes des déplacements du plan lobatchevskien 


Définition 4. On appelle NEC-signature un objet du type 
Ni* • • •> m r ], (cj, ..., c k }) 

dans lequel g est un entier non négatif appelé genre ; e est le signe «+» 
0 u «—» appelé orientation ; m l9 .. m r sont des entiers (m< ^ 2) appelés 
périodes de la signature ; c* sont des familles d’entiers c t = (n n , ..., w Ul ),... 
o c k = (n kl , .. n k5k \ n i} > 2, appelées cycles . 

Cette signature peut être mise sous une forme plus développée: 

(g, ±, Ni* .. m r ]; {(n n , ..un*), ..., (n kl , ..., n*^)}). 


De même que pour une F-signature, il se peut que l'ensemble des pério¬ 
des soit vide, par exemple (g, +,[ ], { }) ou (g, +,[/w], {( ), ...,( )})• 
A chaque NEC -signature on associe un NEC-groupe défini par les 
générateurs et relations suivants, 
a) Signature orientable 

(g, +, Ni, • - , m rl {Ohu • • •> "isj, • • (**i> • ■ •> n *s k )})' 



b) Signature non orientable 

c g [m lf .. m.l {("U. • • • • •’ ( " kl ’ • • ' nkSk > ,) ' 

Pour ce«e signature le tableau «s. ***- au précédent, sauf pour la 
dernière ligne qui s’écrit __.———-- 1 


i « _ I % ! _ 

1 -__!---. à un groupe cristallo- 

On sait que tout ^-^^^ou^cristaîlographique est isomorphe 
graphique; réciproquement, tou & groupe admet une réalisation c 
S un NEC- groupe. De plus, 'SSigue de transforma.,ons sur 
nique sous forme d’un groupe 1 discret 

le plan lobatchevskien. exemple concret de grouf* d,scr 

Pour terminer, '‘“"Sevskfen dont le domaine fondamental 
des déplacements du plan 


.v,.. • -Vt 
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est un 4g-angle dans lequel la somme des angles est égale à 2n (voir l’exem¬ 
ple 3 ci-dessus). Ce peut être un 4g-angle régulier (dont chaque angle 
vaut n/2g), centré par exemple sur le centre d'un cercle unité (dans le 
modèle de Poincaré; fig. 76). Groupons ses côtés en couples en prenant tout 
simplement les couples de côtés opposés. Soient A u ..., A 2g des «trans¬ 
lations » sur le plan lobatchevskien 
qui permutent les couples de côtés 
opposés (voir fig. 76). Chaque trans¬ 
formation suivante A k+1 se déduit 
x de la précédente A k en faisant tourner 
la direction de la « translation » d’un 
angle n — n/2g (c’est-à-dire par simili¬ 
tude à l’aide de la matrice B g de la ro¬ 
tation de 7t — n/2g). Les transforma¬ 
tions A u ..., A 2g sont liées par la re¬ 
lation A k , ...» A^Af 1 ... AZ 1 = e 
:t a 2 (vérifier !). 

±ès déduit facilement les for¬ 

mules explicites pour les matrices des 
transformations A u ..., A 2g faisant partie de SL(2, R) (c’est-à-dire dans 
la réalisation de la géométrie de Lobatchevski sur le demi-plan supérieur). 
On peut admettre que le déplacement A l dans cette réalisation fait revenir 
le demi-axe imaginaire à lui-même. Ce déplacement se présente alors sous 
la forme w w- hv, À = e', où / est le double du côté d’angle droit dans le 
triangle dont les angles valent n/2, n/4g, n/4g (on le voit bien sur la figure 76). 
Ce côté est facile à calculer; on a en effet 





Exercice. Montrer que le groupe aux générateurs A 1 ,...,A 2g et à 
relation A u ... A 2g Aî l ... A7 g l = 1 est isomorphe au groupe aux géné¬ 
rateurs a l9 b l9 .. a s , b g et à relation - • • a gbg<*7 l bj l = 1- 


12 - 302 
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GROUPES D’HOMOTOPIE 


§ 21. Définition des groupes d’homotopie absolus 
et relatifs. Exemples 

1. Définitions fondamentales. Les groupes d’homotopie dont nous 
nous occuperons dans ce paragraphe sont les invariants les plus importants 
des variétés ou des espaces topologiques; on le verra dans le texte qui 
suit. Le groupe d’homotopie de dimension 1 se confond par définition 
avec le groupe fondamental n^M, a 0 ). Quant au groupe d'homotopie de 
dimension 0, il n’existe pas en général; on peut considérer comme son 
analogue 0-dimensionnel l’ensemble Aq) des composantes connexes 

linéaires de l’espace M muni d’un élément «trivial»: la composante d’un 
point de base a 0 . L'ensemble tz 0 (M, a 0 ) n’admet la structure naturelle 
d’un groupe que dans certains cas particuliers; voici quelques exemples. 

A. L'espace M est un groupe de Lie. Dans ce cas la composante 
connexe de l’unité x 0 = 1, notée M 0 a M, est un sous-groupe distingué; 
le groupe quotient M/M 0 = n 0 (M, a 0 ) possède la structure naturelle d’un 
groupe. Par exemple: 

1) pour M = 0(n) on a 7r 0 (Af, x 0 ) = Z 2 (les composantes correspon¬ 
dent aux signes du déterminant); 

2) pour M = 0(n , 1) on a 7r 0 (Af, x 0 ) = Z 2 X Z 2 (le groupe se divise 
en composantes en fonction du signe du déterminant et suivant que le 
sens du temps est conservé ou renversé). 

B. M est Vespace des lacets Q(xo , N) d'un espace N, ce qui veut dire 
qu il est constitué de chemins y ayant leurs origines et leurs extrémités 
en a 0 . On a vu au §15, théorème 1, que l’ensemble des composantes 
connexes linéaires n 0 (M 9 e) de l'espace M (où e est l’unité, c’est-à-dire 
un chemin constant y(t) = x 0 ) se confond avec le groupe n^N, xr 0 ) en vertu 
de la définition de ce dernier. 

Donnons maintenant la définition des groupes d’homotopie « supé- 
neurs » n^Af, x 0 ). Soit un disque D i dont le bord est une sphère S 1 " 1 . 
Considérons les application s f : D*-+M qui envoient la sphère S"" 1 
sur le point xr 0 . 

Définition 1. Par élément d’un groupe d’homotopie n,(M, x 0 ) on 
entend une classe d’homotopie des applications du disque D‘ M "telle 
^ ue x o P a r chaque application et homotopie. D’une façon équi- 

va ente, c aque élément de a* 0 ) se définit par les classes d’homotopie 
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des applications de la sphère S ! -► M par lesquelles le point de base de la 
sphère s 0 e Si se transforme en x 0 . 

(On peut dire que les éléments du groupe n^M, x 0 ) sont les composantes 
connexes de l’espace des applications S‘ -> M par lesquelles on a ^ * 0 .> 

Définissons le produit de deux éléments d’un groupe d’homotopie. 
Considérons une sphère S* dont l’équateur S 1 * 1 c: S‘ présente un point 



Fig. 77. 


de base s 0 . Soit une application standard \j/ qui transforme S‘ en un bou¬ 
quet de deux sphères S[ v S‘ 2 et qui applique l'équateur tout entier sur 
le «point d'attache» Jo des sphères du bouquet (fig. 77). 

Une telle application est biunivoque et conserve l’onentation dans 
tous les points sauf en ceux de l’équateur S" 1 . Etant données deux appli¬ 
cations a : S[ -* M, ae(s 0 ) = et fi: 5j - M fi(s 0 ), - *„ leu»^produit *fi 
est l’application S‘ -*■ M qui se confond avec ct(ip(.x)) pour 1 hemisphere D 
et avec K'I'M) P our l’hémisphère D~ : 

P° ürxeD+ > 

\fi+ pour x£ D . 

On a de toute évidence «#*) = *«. La classe ^omotopie idv 
s’appelle le produit des classes d'homotopie a et fi dans le groupe d homo 

topie Xo). 

THÉORÈME 1 . Le produit de deux classes d’homotopie munit l’ensemble 

iéàuit ,1*. 

à l’hémisphère nord D+ (*• > 0) et fi a l’henusphere sud D 0) 

nous admettons que la sphère S est plongée dans R (A ..-.A 

façon d’une hypersurface £ W = >• Supposons que le point j, sur l’équa- 
. j rU — O y 1 = 1 ..., y = 0). Considérons une 

familk déboutions de la sphère' S 1 sur én^même^’ua aafte V autour 
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Le point s 0 reste invariant par toute rotation. On a donc une homotopie 
qui fait permuter a et /?, ce qui veut dire que a/? et Poe sont homotopes. 

b) L'associativité : (a/?)y est homotope à <x(0y). Supposons que a appar¬ 
tienne à l’hémisphère nord D + (,v° > 0), tandis que l’hémisphère sud 
D~(x° < 0) est divisé en deux quarts de sphère, D~—Dï u Dr , avec x 1 <0 
:sur Dr et x 1 3s 0 sur Z) 2 ~. Définissons /? comme une application de Z)f 



Fig. 78. 


•et y comme une application de Dr (fig. 78). Il est facile de voir que ce 
modèle réalise tant <x(fiy) que (a f)y. La proposition est démontrée. 

c) L'élément symétrique. Soit a. l’application (S 1 , s 0 ) -*■ (M, x 0 ) définis¬ 
sant un élément ae n^M, x 0 ); montrons que l’application S‘ -*■ M définie 
par la formule (x°, x 1 ,..., x‘) a(- x°, x 1 , ...,x l ) définit l’élément 

•(— a)e n t (M, x 0 ). Prenons de nouveau l’application \jr. S‘ -*• S‘ v S" par 
laquelle l’équateur = 0 est envoyé en le point s 0 (fig. 79). Nous supposons 
^ue I application x : S‘ —> M est définie sur l’hémisphère nord D + (x -0 ^ 0). 
L application ( ce) : D —> M, que nous définissons sur l’hémisphère sud D~ 
■(x° < 0), agit par la formule (- a) (x°, x 1 ,...,x”) = a(- a: 0 , x 1 , .. *")■ 
Les deux applications a et — a forment ensemble une application f: S‘ —> M 
jjar laquelle les points y = (,v°, ...,*") et y* = (— x") se 

transforment en un même point /(» =f(y*). L’application / est donc 



Fig. 79. 


une composée /=£»*, où n est la projection n: S‘ -» D', n(y) = n(y*) 
(fig. 80), et g = ce: D 1 -> M. L’application / est donc homotope à l’appli¬ 
cation constante, si bien que le point j 0 peut rester invariant par l’homotopie. 
Le théorème est démontré. 


Les groupes d homotopie que nous avons étudiés jusqu’à présent ne 
concernent qu’un nombre restreint d’espaces (sauf pour le groupe %): 

a) x 0 ) = 0 pour toute variété ou tout espace M contractile 

(par exemple M = R", D\ un arbre, etc.); 



Fig. 80. 


b) ni(S") = 0 pour i < w, 7r„(S n ) = Z (voir § 13). 

De la définition des groupes d’homotopie découle immédiatement la 

Proposition. Pour tout produit direct M x N on a 

iti(M X N) = 7 ii(M) X Tüi(iV). 

Démonstration. Toute application f:S‘-+MxN se_ laisse 
toujours décomposer en deux applications,/ = (/i,/*)» à savoir S M 
et f 2 : S 1 -+ N. Par toute homotopie de /ses composantes^,^ se déforment 
indépendamment l’une de l’autre. La proposition est démontrée. 

On peut donc, en faisant le produit de groupes d’homotopie, augmenter 

considérablement le nombre des exemples. 

2. Groupes d’homotopie relatifs. Suite exacte d’un couple. Les groupes 
d’homotopie relatifs n t (M, A, x 0 ) se définissent pour un espace M son 
sous-espace A et un point x 0 e A. Les éléments a de n^M, A, x 0 ) so 
représentés par des applications du disque D . 

a : D‘ -> M. 

Dar lesauelles le bord S' -1 se transforme en A et le point s» choisi sur S 
« tSorme e“„. Les éltaents de *W. d. sont par delta,.,»» les 
classes d’homotopie de telles applications 

a: (D 1 , S i ~ 1 ,s 0 )^(M,A,x 0 ). 

sfmiel; dlnl sïuêiùreT gr?uF en“»alo| 

rédk aiors sur disquî 

D 1 = £ (a/) 3 < 1 dans R y (fig. 81). 

_ y=1 .ili ■ D 1 -* D\ v Do qui envoie le disque 

ï pain. s.. L'application « appanien, à £>i 
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et l'application /» à D\. L 'application composée /)'-*£){ v D.' Af 
conduit à zfi. Pour i i l’ensemble n y (M, A. .v fl ) réunit les classes d’homo- 
toptc des applications sans être un groupe. Pour » = 2 le bord dD' — s '~» 
est de dimension 1, aussi le groupe relatif n t (M. A, x,,) peut-il être non com- 


J* 
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absolu nJM, x 0 ). Pour / > 3 il suffit de 
reprendre littéralement la démonstration du théorème 1 pour s’assurer 
que le groupe s,(Af, A , x.) est commutatif. Le fait que l’ensemble nXM A x ) 

^ p°» < » 2 * démo„ tre e „ 

avec le theoremc 1: nous omettrons donc de le faire ici H 

“ * distinguent pus des 

Etant données des applications continues de variétés (d’espaces) 

A -* B, 


y* 

Hr “ ir °" Pe *’ <VOir 8 l7) d " '-«'Pldsd.e, naturels 
n f' Ki < ->r«) -► n,(N, B, y a ). 

S mVar, “" 1- — Itomotopie de / où A 

Z T f^^SL^ tZm * titzz : - • »' 1. noie. x. 

un homomorphisme * ’ Jf,) c ‘ de *iW. A, x„). On a donc 

J x.) - */A/, A, x 0 ), 

niême »em^ V) $% ■** ”<**•** «t en 

a€?rw lr ' part ’ ,ou,c application rét,proqu c «t fausse !). 

« ••■*•) définit une application du^bo r< j rCpré * cn,ant ur » élément 

fl,*: S 1 -* _ ^ 


-* /I 



par laquelle .v 0 v,*. Par toute homotopie de /dans la classe i€ /r,( W, x 0 ) 

l’application du bord varie dans une classe de x„). Tout produit 

dans le groupe kJM, A, x 0 ) engendre sur les bords, par définition, un produit 
dans le groupe n^JA. x 0 ) On est donc en présence d’un « homomorphisme 
bord » 

ô : icJM. A , x 0 ) —> ic^JA. r„) 

En outre, l'inclusion A c M assimilée à une application continue 
1 : A —<► M engendre un « homomorphisme de plongemcnt » 

: Ki(A. x 0 ) -+ TC JM. x n ). 

Rappelons que le noyau d'un homomorphisme de groupes G —■ H 

est le sous-groupe Ker <p de G formé d'éléments x e Ker (p tels que <p(x) = I. 
L’image de </>, notée Im <p, n’est autre que (p[G) c H 


Théorème 2. Les homomorphismes j, /*, P possèdent la a propriété 
d'exactitude » : 


Ker j = Im 


Ker /* = Im c. 


Ker d = Im /. 


On l’exprime en disant que la suite des groupes et des homomorphismes 

a , î. J a 

. • • icJA, x 0 ) -> tcJM, y 0 ) “► A , x # ) —> 7T â _i< L Y # ) — 


est exacte. 

Démonstration, a) Ker j Im/*. En effet, tout clément de 
x 0 ) se laisse représenter par une application x : D* .Wavec x*f/>) * 
= jy 0 . Si l'élément en question appartient à Ker j m il existe une homotopie x, 
de l'application a = x 0 par laquelle on a s % x#, c *£> 4 -* 4 pour 0 ^ ^ l 

avec finalement ot { (D') c: A , ce qui correspond à U définition de Ker 7 . 
L'homotopie x f définit une application (t*D\t)-+A pour 0 I % 

avec <x 0 (cD‘) = \ 0 . La famille d'applications x, : (C[> % 1 ) — A définit 
donc une application du disque D 1 -+ A A\ec l'application x t : D 4 — A. 
elle fournit une application S 1 —* A telle que -► x^ d’où l'on déduit 
que Ker 7 appartient Im /* Réciprv>quement, étant donnée une appli¬ 
cation du disque f : D 1 -* A telle que =- cela donne zéro dans 

MM, A, xo), car le disque se réduit à un point en se déformant sur lui- 
même dans A. On a donc Im j* - Ker j. 

b) Ker Im/ Si x appartient à Ker 0, elle se fait représenter par 
^ application a : D 1 -*• M avec S*" 1 -* A,s % *-* a a , pour laquelle l’application 
du bord a : S /_l -♦ 4 est homotope ù zéro; il existe donc une homotopie 
*• : S'“ l A telle que x % ajsj v # et x^S 4 - 1 ) = \ # . L application 
x : /V \f conjointement a\ec l’application [x f } S 4 ” 1 \ I — 4 qui fait 
passer S 1 1 x I en \ 0 conduit ù l’application S* -* M pat laquelle le p<^int 
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de hase j. [S‘-\ 1] se transforme en a 0 . Ainsi donc, le noyau Ker <1 
est contenu dans l'image Im j. La réciproque est évidente, car toute appli¬ 
cation du disque a : D‘ -> M de lm j envoie le bord tout entier sur un point; 
on a donc c^a) *= 0. 

c) Ker i m - 1m C. Soit a un clément de Ker i* cz n t (A, x 0 ) représenté 
par une application a : S* -> A telle que s© »-► x 0 . Il existe alors une homo- 
topie i t : S* -* W telle que a* = a; a,(s 0 ) — a® et otjfS 1 ) = jc 0 . Cette homo- 
topie définit une application du disque D* + l -+ À/, car 1) = 

L'application x* emoie alors le bord CD** 1 = S* sur A et le point s 0 
sur x 9 . On obtient une application F du triplet D** 1 -* M* S' -+ A, s 0 ^ a* 0 . 
Le noyau Ker i m est par suite contenu dans l'image Im d, vu que a = a 0 = 
*= Réciproquement, si a = c n F, l'application a: S 1 -> A est homotope 

à l'application dans un point (sur M\ avec s 0 x 0 . Le théorème est 
démontré. 

Exemple. Soient M = D*. A = S"- 1 . On a alors S n ~\ x 0 ) = Z 

et S-*. x*) = 0 pour i < n. 

Démonstration. Considérons la suite exacte 

*.(V) - xjar, s--») 4 7t._ 1 (s-- 1 ) 4 


Si n > 1. il vient 


r. m (IT) = = 0, 


tjr ta boule D* est contractile. On a donc Imj = 0 et Im i* = 0. Puisque 
i /Srf; ?" * Ker 5 = 0. L'homomorphisme d : n H (D", S"- 1 ) -* 

iV°- i£, d '-T'V?-r,Ÿ‘“ e » p'»”»'- 

<>.. uo emrc x/ir, l ( ^ mo J h ; ï ” e ô est ,.' n 

est démontrée. ’ *) = Z. La proposition 

De même, s, A/ est contractile, il vient n/M) = 0 (/ > 0) et n (M A) - 
pour n ÿ 1 (vérifier !). 1 KJ ’ — 


1 22. Relèvement des homotopies. 

.roupes d homotopic des revêtements 
et des espaces de lacets 

SSJ îL r '«po'ogiquc, c. 

sera l’espace des chemins ^n ésn a ,/r . VCrr ? nS dcs «cmples où X 
Considérons une variété (ou esoacei <\\tuT ,0 - n ü? dc dimension infinie), 
applications ,OU CSpacc) d '«rentiable quelconque K et deux 

V.K^Y, Ï-.K-.X, 

‘ qUC * Mt u " élèvement de <p si fT P . v . 
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Définition 1 L’application f : X K est appelée fibration (au sens 
de J.-P- Serre) si toute homotopie 4> = f <p t } : K x / -* Y d’une application 
quelconque <p = (p 0 dans la base Y admet un relèvement <P = {$,} : K x 
X / -► X c'est-à-dire que f<p t — <p f pour tout t ^ 0, avec <p 0 = ?p k l'ins¬ 
tant t = 0, 7p vérifiant la condition f<p = <p On demande en outre que 
le relèvement 7p t soit stable avec <p t : si un point ke K est invariant sur 
un segment S de l'homotopie, en sorte que cp ( (k) = const pour te <5, 
il faut qu’il y ait 7p t {k) = const pour te ô. 

Pratiquement, chaque fois que l'application jouit de la propriété de 
relèvement des homotopies, on peut donner une recette univoque de relever 
dans Xle déplacement des points dans la base Y : cette recette doit dépendre 
continûment et multiplicativement du chemin parcouru par le point dans K, 
ainsi que du point de base correspondant dans X. Plus exactement, on 
a les conditions suivantes: 

1. Pour tout chemin continu y(r) : / -♦ Y dans la base K, 0 ^ t ^ 1 
et pour tout point de base x 0 e X tel que f(x n ) = » — 7(0), il existe un 
chemin continu et un seul y (f, x 0 ) : / X tel que y(0, \ 0 ) x 9 et fyit. x 9 ) — 
= y(t). Le chemin y(/, x 0 ) doit dépendre continûment du chemin y(r) et 
du point de base x 0 . 

2. Multiplicativité: tout produit de chemins y u y 2 dans la base Y 
doit se relever en un produit de chemins yjlf, xjey^r, x,), 0 ^ t < l. 

1 < t ^ 2, si x x = y^l, a* 0 ). 

3. Si le chemin y est constant (réductible à un point y t ), son relèvement 

y est aussi constant (réductible à x 0 ). Etant donne un chemin yU) menant 
de y 0 en y l9 l'ensemble des chemins y(/,r) pour tout .x£ définit 

l’application de « transport » des fibres y : /" l (Vo)-*/“ avec par ailleurs 

fe) = Yioy 2 , l'application y^yf 1 de la fibre dans 

elle-même étant homotope à l'application identique l r ** ~ l : ) ~ l l v # ) — 

- f l iy o). 

Exercice. Montrer que les fibres d'une fibration sont homotoptqucmcn: 
équivalentes et qu’en outre les applications de transport des fibres sont des 
équivalences d’homotopie. 

Définition 2. L'espace Y est appelé base, l'espace X espace fibre. 
les images réciproques F y — /“ l (y) s'appellent fibres, l application J est 
dite projection . La recette univoque de relèvement des homotopies véri¬ 
fiant toutes les conditions énumérées ci-dessus sera appelée connexion 
bomotopique dans la fibration f : X -+ Y. 

Exemple 1. Un revêtement est une fibration dont toutes Icn fibres 
sont discrètes. La propriété de relèvement des homotopies et le déplacement 
des fibres d'un point à un autre ont été étudies au § 18 

Exemple 2. Considérons une variété different labié (ou un espace) M et 
un point de base v 0 <= \t Désignons par V* E(\ 9 ) l'espace de tous les 
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chemins *0, 0 * I * U qui ont leur origine dans jy 0 et leur extrémité 
dans un point quelconque y(l)e M (non fixé). La variété M elle-même 
sera notée > On a une application /: E(x 9 ) Y telle que /(y) = y(l). 
Les fibres f~ l {y) sont les espaces des chemins O(x* 0 , v, M) que nous avons 
étudies dans le chapitre 4. 

Lt mme 1 L'application f: E{x 9 ) -*► M est une fibration. 

Démonstration. Construisons la connexion homotopique pour 
l'application/. Soit un chemin y(f) dans M allant de y 9 = y(l) en y\ = y(2). 
Le point y, est relevé pour t = 1 : cela signifie qu’il existe un chemin y t (i), 
0 < t ^ i d ongine en x 9 et d'extrémité y 0 = Vi(l). Le relèvement du 
chemin y{t) dans l'espace X = £(.v) se définit évidemment comme suit: 
y^t ) est un point dans £(.v p ) qui, pour 1 < t ^ 2, se laisse représenter 
par un chemin y r (r')€ Q[x+ y(/)), 0 défini par les formules 

?,(/') — 7,(f ) pour 0 ^ t ^ 1 et y,(f) = 7(0 P°ur 1 ^ /' < t (fig. 82; 
le chemin y f w) est montré en trait interrompu). 

On peut paramétrer le chemin y/O P ar =---; on a alors 

1 -}- t 

0 < /" ^ 1. Le relèvement y(/) dans £(jc 0 ) = X du chemin y(t) dans Y = M 
dépend continûment du point de base, c’est-à-dire du chemin 7 x(t), et du 
chemin 7(0 dans la base Y — A4. 

Le lemme est démontré. 

2. Soite exacte d’ne fibration. Considérons une fibration /: X -> Y, 
un point > p € Y et une fibre £ = /“ 1 (j p ). Choisissons un point / 0 e £. On 



J <r < '< t < 2 

Fig. 82. 


a le, groupes dhomotopic .t/A'./,), r,(F, f n ), 
du couple (X. F) 


r,(X, F,f 0 ) cl une suite exacte 


... - r,(F) A 7t t (X ) 4 n,(X. F) 4 7 t,.,(/• ) . 

rs« L *? pl,Cation / : X Y< ' nvoie la f,brc 1 sur un point F -► 

t)n a donc un homomorphisme 


f* nfX, F % /„) 


t*i (Y* y«). 
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Théorème 1. L ' homomorphisme f * est un isomorphisme r ( (X, £,/ 0 ) 
* ftt(Y,yo). H existe donc une « suite e xacte de la fibration » : 

... - n,(F)% 4 *,_,(*■) - ... 


Démonstration. Soient 
étant représenté par l’application 2 : D' 
par II l'image P=f(x): D‘-+ K. SD'—y*. 
Puisqu'on a /? = 0 dans le groupe 
7ti(Y, y 0 ), il existe une homotopie 
p t : D '-* Y telle que P t (dD l ) -+ y 0 , 
P 0 = p et Pi(D‘) = y 0 . Relevons p t en 
une homotopie ct^.D 1 X telle que 
a 0 = 2 et a f (^) = / 0 . On a alors 
oc t (dp‘) cz F pour / quelconque et 
ol x {D 1 ) cz £, d'où il ressort que a = 0 


Ki(X, F. f*) et f m (i) = 0. l'élément 1 
AT. r 1 /)' F. s n >-> f 9 . Désignons 



dans le groupe n^X, F). Soit main¬ 


tenant un élément P de 7T f ( Y, v 0 ). Cherchons un élément t de -/Y. £,/ p ) 
tel que/** = p. Toute application p: D‘ -+ Y telle que pièD 1 ) v* admet 
une homotopie P t : Z) 1 -► K telle que p n = /?. /J f lS 0 ) - v*. /^(Z?) y*, 

car le disque est contractile (cette homotopie n a pas d'équivalencedans 
7i i(Y,y 0 \ car p t (dD l ) ^ y 0 ) (fig. 83). L application P x D — i p peut être 
relevée en oc x : D‘ ->/ 0 . Relevons alors l’homotopie x, tout entière pour 1 > 
^ t ^ 0 en commençant par l'application i l : D* — /*; on aboutit a une 
application a 0 : D 1 -* X telle que »-► f 0 et/(Xo) - p 0 p. Puisque 
= l’application ot^dD 1 ) appartient à la fibre £et définit dans xy A. F.f 9 ) 
un élément a tel que /*a = Le théorème est démontré 


Remarque. On munit l'ensemble £> /§) dune structure de groupe 

en introduisant l’isomorphisme it x (X % £♦/#) Sur le segment 

final de la suite exacte 


h > a ^ 7Ti( K v a ) 


où AT et Y sont considérés comme connexes, il se peut que l'image de 
l'homomorphisme /* :/Ti(A\/i) -* ird >, y p ) ne soit pa> un sous-gi\>upe 
distingué, ce qui fait que l’ensemble Jcn classes J'equivalence *♦(£)' 
* *i( Y. yoVf+niiXJo) n ' est P as forcément un groupe. 

Corollaire 1. Les revêtements défibré discrète F /"'{y*) admettent 
F isomorphisme 

rr,(A\ FJo) e 4 (A \J $ ) pour i > 2. 

On a donc /o) ^ n tO 1* 1 ^ •* , . . ... . . 

(Le groupe n x a été étudié dans le cas des revêtements dans le chapitre 4 ) 
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Corollaire 2. Pour la fibration des chemins 

fi : E(x 0 ) - M 

de fibre (p(x 0 , M) =/ _1 0’) on a 7r,(£(.* 0 )) = 0, 

7r,((2(.Y 0 , y, M)) = n i+1 (M ). 

Démonstration. L'espace E(x 0 ) est contractile sur lui-même 
en un point par l'homotopie 

cp t : E(x 0 ) -+ E(x 0 ), 

Vtiyfr)) = yM> 

où y, est le segment du chemin y entre 0 et r (paramétré par t' = r// r 
0 ^ x ^ 1). Pour t = 0 on obtient le chemin y 0 (r) = y( 0) = jc 0 , ce qui 
veut dire que q> 0 (E(x 0 )) est un point. 

Puisque £(.v 0 ) est contractile, on a nfiE{x 0 ), jc 0 ) = 0 pour tout / ^ 0. 
Dans la suite exacte de la fibration £(x 0 ) M on a 

7t;(M. y) tn^Qix,, y, M)) *(_,(£(*„)). 

0 l 

Puisque cette suite est exacte, l’homomorphisme ô est un isomorphisme, 
car Im/* = Ker d = 0 et Im d = Ker /* = n i ^ 1 (Q(x {0 , y, M)). Le corollaire 
est démontré. 

En confrontant le corollaire 1 avec les exemples connus des revête¬ 
ments (voir les exemples 1 à 7 du § 18), on constate que pour / > 1 

1) Ki(S\ s 0 ) = 7r,(R\ * 0 ) = 0 (exemple 1); 

2) izfiRP 2 , x 0 ) = 7r / (5 r2 , j 0 ), et en particulier 7t 2 (R£ 2 ) = Z (exemple 3); 

3) at 0 ) = 0 (exemple 4); 

4) 7r f -(AT 2 , x 0 ) = 0 (exemple 5); 

5) tt/S 1 v S J ) = 0 (exemple 7). On a de même tt^S 1 v ... v S 1 ) = 0 

pour / > 1 ; en effet, le revêtement universel est contractile, parce qu’il 
est un arbre. Si U est un ouvert du plan. U = R*\( fll U ... U a k ), où a, sont 
des points, alors U se déformé en un bouquet S 1 v . v S 1 si bien 
quon a *,(£/) = 0 pour / > 1. ’ 

6) II ressort de l'exemple 6 qu’on a n t (S 2 v S 1 ) = n,(.. . v S" 2 v 

Hnrît ,-Ln, ‘ > t . 1 En effet, le revêtement universel est une droite 

dont chaque point entier est le point d’attache d’une sphère S 2 ; cela est 
egalement vrai pour les groupes n,(V) d’un ouvert K=R»\,Si où le cercle S 1 
n est pas noue, car V est contractile en S 1 v S 1 . 

et 2 S , UrfaCe (f 7 méC , auS ? i bien qu’ouverte), sauf pour R P 2 

pour une sohèrTm iv " sel est ^opologi'quement) R 2 . On l’a vu au $ 20 
pour une sphere munie de g anses. On a donc n, = 0 pour tout / > 1. 
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3, Dépendance des groupes d’hovnotopie par rapport au point de base. 

Voyons maintenant si les groupes d’homotopie 7T,(A/, x 0 ) dépendent ou 
non du point x 0 £ M. Soient x 0 , x 1 deux points dans M ; soit un chemin 
y(t), 1 ^ t < 2, allant de * 0 = y(2) en x t = y(l). Choisissons un élément a 
du groupe x j) représenté par l’application du disque unité a: D\ -> M r 



ni: i a;) * i 

j-r J 

s' r (2,0,...0) 


s 0 -* x v Nous allons définir l'application y*(x): D 1 , -* M d'un disque de- 

rayon 2 (fig. 84). Le domaine 1 < £ (xjf < 2 n'est autre que S i_1 x [1, 2] r 

j= 1 

c’est-à-dire le produit de la sphère S 1 " 1 par le segment unité [1,2]. Cher¬ 
chons l’application y : S' " 1 X [1, 2] - M en posant y(y, t) = y(l), où 
1 < t $ 2. L’application y*(a): Di - M se définit comme suit: 

y*(a) = a sur D\ a DV, 

y*(a) = y sur le domaine {1 ^ ^ 2} = 1 X [1,2]. 

On a le 

Théorème 2. 1) La transformation oc y*(a) ne dépend que de la 
classe d'homotopie du chemin y joignant .y 0 à x x ; elle définit l'isomorphisme 

y*: 7r,(3/, xJ -+ n^M, .r 0 ). 

En particulier , cet isomorphisme est indépendant du chemin dans les espaces 

simplement connexes. , 

2) Etant donné un chemin fermé y G x 0 \ la correspondance 

p y*(oc) définit l'action du groupe ixfiXf, x 0 ) sur 7 r,( 3 /, .v 0 ) par des isomor¬ 
phismes de groupes. Si f: X M est un revêtement universel defini par 
l'action libre d'un groupe discret £ sur X, alors T - nfiM, .v 0 ) et I opéré 
sur 7 i,(X) = 7 r,(A/) par des déplacements X X . Cette action est identique 
à celle du groupe fondamental nfiM. x 0 ) (en tant que groupe d'operateurs) 
sur ndMy x 0 ). L'espace X étant simplement connexe , ^(J) = L le groupe 
TtdX, x) ne dépend pas du choix du point x en ce sens que, pour deux 
points x’ et x" de X y l'isomorphisme n x (X y x’) -+ n t (X y x ) ne dépendras 
du chemin y joignant x ' à x ". 


J90 GROUPES P’HQMQTQPIE _ ÇCH.^ 

3) Us classes d'homotopie libre des applications d'une sphère S ' -> A f 
(sans imposer la correspondance s$ x$) correspondent naturellement et 
biunivoquement aux orbites des opérateurs appartenant au groupe nfM, x 0 ) 
qui opère sur 7 r<(M, x 0 ). (Si n x = 1, les classes d'homotopie libre corres¬ 
pondent aux éléments a de n t (M, x 0 ).) 

La démonstration des propositions 1), 3) et de la première partie de 
la proposition 2) est parfaitement analogue à celle du théorème 4 du § 17 
concernant le groupe fondamental n x (aucune distinction ne sera faite 
en l'occurrence entre les cas de / = 1 et de i > 1). Le seul fait nouveau 
est annoncé par la partie de la proposition 2) qui concerne le revêtement 
universel f:X-+M et l'action du groupe F sur les groupes n <(X) = 
= 7 i&M, À‘ 0 ). Nous avons vu plus haut que F se confond avec le groupe 
n x (M, a* 0 ) (voir le théorème 2 du § 19). Le déplacement g : X -+ X apparte¬ 
nant à F fait naître l’isomorphisme it^X, x') % n^X, x") dans lequel 
x" = g(x). Il existe cependant un isomorphisme canonique n^X, x') æ 
« Xi(X x ") qui ne dépend pas du chemin joignant ces points. En vertu 
du corollaire 1, on a n^X) « 7 x) quand / > 1. Considérons un élé¬ 
ment a de 7Zi(X , x') représenté par l’application d’un disque de rayon l : 


L’image g(a) est l’application 

g(a): D[ . 


x"=g(x'). 


Considéra ds un disque D[ de rayon 2 et le chemin y allant de x' en x". 

Faisons l’application y*g(a): D‘ 2 -+ X comme précédemment (voir fig. 51), 

en déplaçant I élément g*et le long de y du point x" au point x'. La pro- 

wi app , hc ^î°" /> (a) l ans M se confond par définition avec 

fequel/-^r?? ; ’rrJ'fT 111 “ ap Pf? ient au ^ ou P c „), dans 

lequel * 0 -/(*) =f(x ), et correspond a a par l’isomorphisme n-(X x) = 

= *tM,xà engendré par la projection f:X-+M L’élément £e’r est 

à un élément de „,(*,*,) Jp. Le Sorême e“ dîmon.S 

- ifiïpnï 7 donflé un '"Élément /: s= -, R p\ on a r - 

i( ) 2 ) ou le générateur est la transformation g: S 2 -► S 2 g(x) — 

n7(üS5“J(Sri“ I 0 ™”!":»"- *»* l’aetion de * sur le gS*. 

‘ ) - '.(S ) - Z de générateur 16 Z, s’écrit-elle comme suit : 

« - (1|-I. 

Sssnsr-Tir.-, 8 ?® ° n a de même r-*.-z, de 

de générateur le Z, mais déjà avigoT-" vé,1L 0 <R ' > ' ) " ^ “ Z 

téali» ^rïmêVu„e r S,e?.‘ * » 

, OO < / < -f- oo, dont chaqyg point 
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t = », n = 0, ± 1, ± 2, ... est le point d’attache d’une sphère S 2 . Le 
générateur g du groupe JT = Z opère comme suit: 

g:t^t+ 1, 

g : S 2 - S 2 n+19 

n = 0, ±1» ± 2, ... 

Il est évident que le groupe n 2 (X) est la somme directe d’un nombre infini 
de groupes Z de générateurs 

a n : S 2 -► S% (le degré de a n est égal à 1). 

On a par définition 

g(&n) ^7i+i» ^ i 1? i 2, .. . 

Puisque F = n x (S 2 v S 1 ), n 2 (X) = n 2 (S 2 v S 1 ), on a un élément typique 
du groupe n 2 (S 2 v S 1 ): 

n 

a = Yi ÂS'fao), 

i^m 

où A,- sont des entiers, n ^ m. Le bouquet S 2 v S 1 est homotopiquement 
équivalent au domaine U = R 3 \S 2 , où le cercle S 1 n’est pas noué. 

Exercice. Soit U un ouvert dans R 3 obtenu en privant le tore plein 
d’un point intérieur. On demande de rechercher les groupes 7r f et de 
définir l’action de 7i l sur n 2 . 

4. Cas des groupes de Lie. Si la variété M est un groupe de Lie, on a le 

Théorème 3. Le groupe nfM) est commutatif; r action de tz x (M} 
est triviale sur tous les nfM). 

Démonstration. On peut faire le produit de deux applications 
quelconques f g : K -► M en faisant intervenir la structure de groupe de M 
de la façon suivante: fg(k) = f(k)g(k). Si / et g sont telles que /(£<>) = 

= g(k 0 ) = 1, la même propriété vaut pour leur produit fg. En outre, si f 
est homotope à /' et g à g\ le produit fg est homotope au produit f'g'. 
Ainsi donc, l’ensemble des classes d’homotopie [A', M] a la structure d’un 
groupe. Soit K = S 1 ; supposons que fg représentent des éléments de 
nfM, 1). Montrons que leur produit fg(x) = f(x)g(x) se confond avec 
leur produit ordinaire dans 7^. 

Il existe une homotopie qui réduit les applications considérées à la 
forme suivante : 

/( x) = 1 pour tout x <z D ~, 
g(x) = 1 pour tout a*g D+. 
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Ici S 1 a pour équation x* + y* = Ue segment Z)*- se définit par l’inéqua¬ 
tion y'» 0 et le segment £>', par l’inéquation y < 0. On choisit dans S* 
un point de base s 0 de coordonnées (1, 0). 

Avec les représentations ainsi définies, le produit fg dans le groupe 
.Ttj(A/, 1) est identique au produit de groupes des applications / et g: 




pour xG /) , 
pour x£D + . 


On a aussi, de toute évidence, f(x)g(x) = g(x)f(x) pour les mêmes raisons. 
On voit donc que le produit ne dépend pas de l’ordre des facteurs, ce qui 
veut dire que le groupe n^M, 1) est commutatif. 

Introduisons maintenant l’équivalent de groupe de l’action du groupe 

n x sur Ki pour / > 1. Considérons un disque E 2 =. ^ (x 7 ) 2 ^ 4 l de 

\j=i J 

rayon 2 qui contient un disque D\ = j ^ (x 7 ) 2 ^ 1 -de rayon 1. Le 

domaine 1 < ^(x 7 ) 2 ^ 4 est un anneau S l ~ x x I. Considérons deux 
applications du disque D! 2 dans M: 

1. Si 7 (r), 1 ^ t < 2, représente un élément de 7 r 1 (M, 1), on a l’appli¬ 
cation 


5' - 1 x M , 


<P(s, 0 = t . 

Puisque ycp(s , 1 ) = 1 g Af, cette application se laisse prolonger en une 
application du disque \f/ y : D l 2 -+ M en posant \j/ y (D\) = 1. L’application 
y/ y . p 2 -+ M envoie le bord ôD[ sur le point 1 g M et se déforme en une 
application triviale, le bord dD[ se réduisant constamment à un point 
par 1 homotopie (remarquons que l’image i/zJx) c M est de dimension 1, 
voir fi g. 85). 1 



Fig. 85. 


sente M ’ ^D[)=\ qui repré 

a : Z)' —. m en posant , e ^! lsc l lle D i- Prolongeons a ei 

= «(*»/*) = *%) a(x) *e/)f 1 |vii è , F îf 0n5 I e PK> du 't, = 

y t u 2 . D après sa construction géométrique 


§ 22] 


ce produit représente un élément y*cc appartenant à ^(Af, 1), vu que oc[j/ 7 
se confond avec a sur D{ et projette l’anneau dans le chemin y hors du 
disque D[. D’autre part, on vient de voir que l’application \j/ y : D[ -*• M 
s’envoie sur un point (fig. 85). Désignons cette homotopie par \j/ r9 où 
*Ao = 'KM = 1 et ij/ x (dD 2 ) =1, 0 ^ r < 1. Le produit vi// x (x) = 
= a(x)^ T (x) donne une homotopie qui entraîne l’égalité des éléments a 
et y*a dans le groupe n^M, 1). 

Le théorème est démontré. 

Exercices. 1. Montrer que si M est un groupe de Lie, alors le produit 
dans les groupes n^M) se laisse définir de façon équivalente par l’expression 
fg(x) =f(x)g(x). 

2. Généraliser le théorème 3 au cas des «//-espaces»: on appelle 
ainsi les espaces munies d’une opération de multiplication continue 
ijr. H X H -> H avec 1 g H\ c’est-à-dire telle \j/(x, 1) = ^(1, x) = x. 

En fait, il suffit que l’opération de multiplication possède un élément 
unité «homotopique», c'est-à-dire que les applications H -+ H définies 
par les formules x i^(x, 1) et x\->\j/( 1, x) soient homotopes à l’application 
identique. C’est par exemple le cas de l'espace des lacets H = Q(x 0 , Af) 
(vérifier !). Il y a plus: le //-espace Æ(x 0 , Af) = H est ce qu'on appelle 
«//-groupe»: a) la multiplication ij/: H X H -> //, i p(h,g) = hg , admet 
un élément « homotopiquement symétrique » A -1 = <p(A), tel que l'appli¬ 
cation H H transformant A en AA -1 est homotope à l’application cons¬ 
tante de valeur 1 ; b) la multiplication ifr: H X H -► H est «homotopique¬ 
ment associative», c’est-à-dire que les applications H X H X H -*> H 
définies par les formules 

(Al, An, A 3 ) W(Ai, h 2 ), Ji z ) = (AA) A 3 , 

(Ai, A* A 3 ) ^ ^(Ai, »A(A 2 , A 3 )) = Ai(AA) 

sont homotopes. 

L’inverse de A = y(/) est le chemin y“ 1 (/) dans Q(x 0 , A/), et l'associativité 
homotopique ressort de la proposition suivante: 

Exercice. L’ensemble (le groupe) des homéomorphismes du segment 
/(O, 1) sur lui-même à extrémités fixes (c’est-à-dire des changements mono¬ 
tones du paramètre sur le chemin) est contractile. 

On a déjà démontré l'isomorphisme 

7T/(A/, x 0 ) = JT|_ ifflCvo, Ml el i > 1, 

(voir n° 2 plus haut). Le groupe des composantes connexes 7r 0 (G(x 0 , M)) = 
= n^M, Xq) opère sur les groupes tt/G, e), Q = G(x 0 , M), par les trans¬ 
formations 

a i-> v _1 ay, a g ^.((2, e ), 
y e 7T 0 (I2) = rci(Af, x 0 )- 


3—3u2 
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Exercice. Montrer que l'action ott-^y-^ay du groupe n 0 (fi) Sur 
x (Q. e) se confond avec l'action standard de 7t,(Af) sur n J+ 1 (M). 

‘ Pour les groupes de Lie et les /f-espaces à élément unité homotopiqu e 
en \ertu des faits énoncés plus haut, les groupes n x et n } ne dépendent pas 
essentiellement du point de base, vu que les transports le long des chemins 
fermés sont identiques. Cette propriété caractérise également n’importe 
quel espace simplement connexe M. Dans tous ces cas les classes d’homo- 
topie libre des applications d’une sphère [S', M] correspondent exactement 
aux éléments du groupe ir,(AO sans qu’il soit nécessaire d’indiquer explici¬ 
tement le point de base. 

5. Multiplication de Whitehead. Il existe, pour les groupes d’homo- 
topie, encore une opération fort intéressante: il s’agit du produit de 
Whitehead. 

Considérons le produit direct de sphères M = S‘ X S J renfermant 
un bouquet (« croix de coordonnées ») A = S' v S J = (S' x sô) U (s’ 0 ' X S J ), 
où s'o g S 1 et s' 0 ' € S J sont des points de base sur les sphères S', S j . Sur 
leur produit S 1 X S J il y a également un point de base = (s' u . si'). 
Il existe une application naturelle 

D i+J = Z>' x D J ^ S 1 X S J 

dans laquelle f est le produit direct des applications standard de degré -f 1 


a: D‘ - S', 

dD 1 si 

p .iy ^ s*, 

dD J -* si'. 


Les applications x et fi représentent les éléments de base des groupes 
si) = Z et nj(S J . si') = Z respectivement. L’application f transforme 
le bord dD i+J = c(D‘ x D J ) = (dD‘) x D J u D 1 x(dD J ) en «croix de 
coordonnées » A = S' v S J <= M = S‘ x S J , car <x(dD‘) = s'„ et f}(dD J )=s' 0 '. 

Ainsi donc, l’application f représente un élément du groupe n.+AS' X 
X S J , S 1 X S j ,s 0 ). 

On a l’homomorphisme d introduit dans le § 21 : 

à• tt[+j{S X S\ S v S\ Sq) —» v S\ So). 

En utilisant l’élément d(f) du groupe v S‘, Sq), nous pouvons 

munir les groupes d’homotopie d’un espace X quelconque d’une opération 
appelée produit de Whitehead : le produit de deux éléments a e n,(X, x 0 ) 
et 6 e 7tj(X, x 0 ) sera représenté par un élément unique [a, b] appartenant 
au groupe n l+J _ 1 (X, x 0 ). Cet élément se construit comme suit. Soient 
deux applications a: (S 1 , sf) -> (X, ,x 0 ), b\ (S J , s") -* (X. x n ) représentant 
respectivement les éléments a et b des groupes d’homotopie. Considérons 
un bouquet S 1 v S 1 dont le point d’attache est j 0 = s’„ = .y''. On a l’appli- 


relèvement des homotopies 


cation a v b : S 1 y S J -* X qui fait passer s 0 en x„ (fig. 86). L’élément ê(f) 
définit une application (composée) standard 


la,b]:S'^-^ S ' v S'-i 


Of 1 a donc construit 1 élément [a, b] e n i+J _ l (X, x 0 ). L’orientation dans 
D X D de fi me par le repère (t', t j ) se distingue de celle définie dans 


? t+J-r d(f) 



Fig. 86 

D‘xD J = D J xD l par le repère (r y , t') par le signe (— l) ,J . Il en découle 
la propriété suivante du produit de Whitehead: 

la, b] = (- if [b, a]. 

Nous considérerons le plus souvent [a, b] dans le cas de / ^ 2 et j ^ 2, 
où les groupes n h iij sont abéliens et se notent additivement et le produit 
de Whitehead est bilinéaire en a y b. Deux cas particuliers sont à indiquer: 

Cas de i = 1 9 j = 1. Le produit [a, b] se confond avec le commutateur 
dans le groupe n^x, * 0 ) : 

[a, b] = aba^b- 1 . 

(Démontrer !) 

Cas de i= \,j > 2. Le produit [a, b] se réduit à l’action de n x (X 9 x 0 ) 
sur rn(X, ,y 0 ): 

[a,b] = a*(b)-b, 
où a g n x et b en j. (Démontrer !) 

Considérons à présent deux groupes abéliens notés adchti\ement. 

r 0 = n 9 (X) + 7 T 5 (X) + n^X) + ... + • • • 

= n.{X) + tr 4 (X) + n e (X) + ... + tt.JX) ... 

Le produit de Whitehead vérifie par définition les conditions suivantes; 

[jTo, E<J c E 0 , 

[E 0 , EJ c: E„ 

[E„ E,] <= E„, 

la loi de commutation pour les asT m , bsE„. m,n — 0,1, sécrnant 

sous la forme , 

[ a ,è] = (- l)‘ ra+1)( " +1) [6, n]. 




Exercice. Montrer que trois éléments a e r m , beT n et ceT p> 
mnp = o, 1. vérifient l’identité de Jacobi généralisée 

( _ b], c] + (- 1 y m +»<"+»[[c, a] 9 b] + 

+ (— iy n+1)(;?+1> [[6, c] 9 a] = 0. 

Dans la littérature physique contemporaine les espaces Z 2 -gradués 
r © r, munis d’une opération de multiplication pareille ont ete baptises 
les « superalgèbre s de Lie » aussitôt qu ils ont fait leur apparition dans 
l'appareil mathématique de la Physique des quanta 

Il n'est pas toujours facile de calculer le produit de Whitehead dans 
un cas concret. Considérons une sphère (n ^ 1) et un groupe 7 t 2n (S ) = Z 
dans lequel on a choisi un élément de base a. Le carre [ a , a] représente 
un élément d'ordre infini dans le groupe 7 r 4fJ _ 1 (.S ,2n ) (pour n = 1 cet élément 
sera indiqué dans le § 23). Etant donnée une sphère de dimension impaire 
S 271 - 1 , l'élément de base a du groupe 7r 2 „- 1 (5 ,2n_1 ) = Z a le carré de White¬ 
head d'ordre 2 (ou nul): 

[a, a ] = (- ly»-» a]= - [a, a], 

2[a, a] = 0 dans le groupe Tr^-aCS 2 ”- 1 ). 

Proposition. Pour les groupes de Lie et les H-espaces munis d'un 
élément unité , le produit de Whitehead est trivial : on a [a, b] = 0 pour 
tout a e 7Ci(M) et tout b e tt/M). 

Démonstration. Si au moins une des quantités /, j (par exemple /) 
est égale à 1, la proposition découle immédiatement du théorème sur la 
commutativité de et sur la trivialité de l'action de n x (M) sur tous 

les groupes Supposons maintenant que i ^ 2, j > 2. Les éléments 

a et b se laissent représenter par les applications y : D' -► M, 8D‘ -> 1, 
et fi: LP -♦ M, dD J -► 1. Faisons leur produit 

a/?: D' x D j - M 

en posant yf}(x,y) = y(x)P(y). L'application induit sur le bord 8(D l X 
x D J ) = S i + J ~ 1 un élément [a, b] e en vertu de la définition 

de [ a , fe]. 11 vient donc [a, b\ = 0. La proposition est démontrée. 

§ 23. Quelques notions 
sur les groupes d’homotopie des sphères. 

Variétés équipées. Invariant de Hopf 

1. Variétés équipées et groupes d’homotopie des sphères. En étudiant 
les points singuliers des champs de vecteurs et les invariants correspon¬ 
dants, nous avons introduit le degré de l'application S n -> S n , c'est-à-dire 
le groupe n n (S n ). On a vu que tous les groupes 7 ii(S n ) sont triviaux pour 
/ < n. Maintenant nous nous proposons d'établir une classification homoto- 


JNOnpNS SUR LE S GRQ1IPPg D 


HOMOTOPIE des sphères 


pique des champs de vecteurs n qui ne s'ann.,!™* ^ 

dien R" et qui vérifient la condition n(x\ - 1 pas d f nsun espace eucli- 

_/MitfA imii’îl ii ! — i i Un pour bd —► OO TTpmanH nnc 


en outre qu’il y ait |„| = 1: nous obtenons Tn^liStion 


oo. Demandons 
ication continue 


par laquelle (oo) 0 n a d’autre part R»n (oo) = S" Tout 

revient donc a chercher le groupe n fW pi.k i ^ l ., '. lout 

lin< * B i p n *+i\à ). nus generalement, si le champ 

dCS 1m! f nc ^ on quelconque a valeurs vectorielles n(x) = (çHxl 

rpnnlintinn T ? ni ~ï t° T * ^ P 11 ®* ^ P ° Ser ^ ~ 1 P ° Ur retr0llvc r 

1 application S -* S . Tout revient donc à calculer 7 u n (S m_1 ). 

Parmi les groupes d homotopie des sphères, nous ne connaissons encore 
que les groupes nJS') = 0, / > 1; n n (S") = Z et *,(5") = 0, i < n. Nous 
décrirons maintenant une méthode d’étude géométrique des groupes 
d homotopie fondée sur les propriétés des images réciproques d’un point 
régulier. 

Considérons une application /: S ,,+k -> S n que nous supposons diffé¬ 
rentiable, et soit s 0 e S” un point régulier de/. Introduisons sur la sphère S n 
un système de coordonnées locales dans un voisinage de s 0 : cela revient à 
définir dans ce voisinage n fonctions tp l9 telles que s 0 soit le seul 

point privilégié des équations <p x = 0, ..., (p n = 0 et que les gradients 
grad (pi soient linéairement indépendants dans ce point. Puisque / est 
régulière en s 09 l'image réciproque f~ l (s 0 ) est une variété fermée différen¬ 
tiable à k dimensions: 

f-i( So ) = W k c 

Plus exactement, les images réciproques des fonctions <p h qui représentent 
des fonctions q> t (x) =f*q> i (x) = <pfM) définies dans le voisinage W . 
définissent W k par les équations 


~Pi = 0, ..., 


Puisaue 5 est un point régulier de /, les gradients grad sont en tout 

S de /-w = ,„W„, 

vecteurs) un coupte <**. O. où 

A 1 application f. S * coir f , = s n+k \oo défini 

u/k _ f-ifv \ pt r n est un champ de reperes dans K 

w —J (5 0 ) et t est ui y métrique euclidienne, 

en tout point de W k et normal a W dans ta mem 4 

T " = (grad <pi, • • •> 8 rad 
ÿ, = f*<Pi = 

i fu/k t" 1 ! constitué par une variété lcrniée 
Définition 1. Le couple ( , „ reD ères normal non dégénéré t" 

m c r n + k mun ie d’un champ de n-reperes 



s’appelle variété équipée (sans bord). Le champ t" lui-même est appelé 
équipement. 

Puisque R n+k est muni de l’orientation canonique, le champ t 77 définit 
une orientation dans W k . 

Considérons une homotopie différentiable F: S n+k X /-► S n , régulière 
dans un point s 0 e S n et reliant les applications S ,,+ -> S '. Considé¬ 
rons l’image réciproque 

yk + l = F -i( S q); 

elle appartient à S n+k X / et se définit par les équations 0, ... 

. ..,<P n = 0, où <Pj=F*<Pj. Les gradients grad <Pj sont linéairement indépen¬ 
dants sur V k ~ 1 . On obtient un couple (V k+1 c S n+k X I, t"), où t = 

= (grad <P X .grad<P n ) est un champ de repères normal à V k+1 . On a 

aux bords r=0, t — 1 les variétés W% = V k+Î n (r = 0) et W\ = V k+l 0 
n (t = 1) munies d’équipements induits, ou champs de repères obtenus 
en faisant la restriction de t 71 au bord. La variété V k+1 ne rencontre pas 
les bords pour t = 0, 1 ; sans diminuer la généralité, on peut considérer 
donc que la variété V k+1 est normale aux bords t — 0 et t = 1. Nous 
avons déjà rencontré une situation pareille au § 13, où k était nul, la variété 
W k se réduisait à un ensemble de points {x l9 ..x m } =f~](s 0 ) et l’équipe¬ 
ment t" définissait T «orientation», ou les signes des points de l’image 
réciproque. La variété F /c+1 était de dimension 1, et l’équipement t* était 
prolongé sur la variété à partir des bords. 

Définition 2. Un couple (K* +1 <= S n+k X /, t 71 ), comprenant une 
variété à bord V k+1 normale aux bords pour t = 0,1, et un champ de 
«-repères normal non dégénéré t 77 s’appelle variété équipée à bord. 

Puisque, dans la sphère S n , le complémentaire d’un faible voisinage 
de aux coordonnées (p l9 ..., cp u est déformable en un point, on peut 
l'identifier à un point. Pour un petit e > 0, en vertu de l’existence du champ 
t", le ^-voisinage W c de W k c S n+k est difféomorphe à W k X où D " 
est un disque de rayon e dans un plan normal à W k dans un point * e W k 
engendré par les vecteurs du repère t 7 ^*). D’une façon analogue, pour 
un e > 0 le e-voisinage V e de la variété V k+1 c S n+k X I est difféomorphe 
à V k + l x £>;. 

Considérons deux variétés équipées fermées dans S n + k = R n+k U oo: 

(Wf.tï) et (tV k , t8). 

Définition 3. On dit que les variétés équipées ( W rj') sont équivalentes 
s’il existe une variété équipée (F /c+1 , r n ) c: S n+k X / dont les restrictions 
aux bords se réduisent aux variétés équipées en question : 

TÎ-tVoî 

wi=v k +\ m „ is-f,,.!. 


-~ ~ ^ nuMQTOPIP 


DES SPHÈRES 


Cette relation d’équivalence peut êtr* Han ■ 
que les variétés équipées (Wf T ?) sont i„, • , e autrement - Nous dirons 
équipée ( W k ,%») telle que patentes s’il existe une variété 

et ne diffère de x\ sur fVf que par la^iiw.»*’ T S f confond avec T î sur W k 
équivalente à zéro (donc” à 0) dans le même « dU prei ? lier vecteur > qui soit 

r W k ri'Æ r - 11 'sont da v ariMs équipées fermées 

mx éléments du groupe nJ k (S") C ° nC5p ° ndance évoque naturelle 

D é monstration. L’application /: S n+k -> S", régulière en j 0 , 
définit comme nous voyons une variété équioée fermée (W k t") tandis 
que Phomotopie F: S"+ k X 7 - S" entre deux applications d’e la nature 
indiquée engendre l’equivalence de variétés équipées. Réciproquement, 
une variété équipée fermée (W k , ri 1 ) c R"+* définit une application S n+k - 
—> S" ; en effet, pour un e > 0 suffisamment petit, un s-voisinage W, de W k 
a la forme d’un produit direct (on l’a vu plus haut): 

w B = w k x d;. 

La projection W k x D” -► D? se laisse prolonger naturellement en 
l’application S n+k -> .S", à condition d’identifier le bord tout entier de la 
boule D; dans l’image par / à un point unique: S n = D n 0 u (un point). 
Le complémentaire de W t dans S n+k se réduira tout entier à ce point. 

Etant donnée une variété équipée à bord(K* + \ i") c S n+k X /, l’appli¬ 
cation F: S n+k X I -> S n se construit d’une façon analogue. Le lemme est 

démontré. 

Au fond, en calculant dans le § 13 le groupe ■ n„(S") = Z, nous avons 
utilisé un cas particulier des variétés équipées (k — ). 

Remaraue L’opération d’addition dans un groupe d’homotopie n + *(S”) 
se rédmTTurdkiSt à la réunion de deux variétés équipées disjointes 

(« éloignées) dans R~* («"<*£ proprié ,é commun» au* classes d’équi- 

Nous établirons maintenant une p p 
valence de variétés équipées fermées. 

. , ct tnut b > 1 , il existe dans chaque 

Théorème 2. Pour tout ri ^ _ mk , corme xe. Ce théorème 

classe d'équivalence une variété q P 


cesse d'être vrai pour k 0* 


variété équipée non connexe ( 


(ILf, tî)u 


Démonstratio n^Soituneva qu . elle es t equ.valente 

U (W k , t") = (W /A , t") C r un chemin différentiable non croise 

à une variété connexe. Considérai 0 « t < '> J oi S nant les po ‘ n 

(une sous-variété à une d ‘ menS ‘ d n / qu ’ e le chemin y vienne rencon rer 
A 0 e W k et x, e W$. Nous demandons q ]a directIO n du premier 

normalement et Wi P 0 ^ 1 .^ ( Wl , .. m„), j — ^ 2 - 

vecteur n h du champ de reperes ; 
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Définissons en chaque point de y(x) un plan fc-dtmensionnel R fc (t) qui 
soit normal à y et qui se confonde aux bords t = 0,1 avec le plan /c-dimen- 
sionnel tangent à fV k (r = 0 ) et à fV k (x = 1) (fig. 87). Prolongeons le 
champ de repères = (m 2 , des bords x = 0 , 1 a la courbe 

y(t) de telle sorte qu'il soit normal à la direction de chaque plan k- dimen- 



Fig. 87. 

sionnel R*(x). Donnons à la courbe 7 ( 1 ) un petit « renflement ^-dimension¬ 
nel» U kJrl le long des directions des R*(x)(voir fig. 87); aux bords x = 0, 1 
ce renflement est parallèle aux plans tangents à W k , W%. Donnons de sur¬ 
croit de faibles «renflements» V£ +1 , V k+1 aux variétés W£ y W k elles-mêmes 
parallèlement aux directions du premier vecteur m 1 des repères x£, x?. 
La réunion U U k+1 U V k+1 = F * +1 est une variété à bord (k + 1)- 
dimensionnelle de bord 


dV k+1 = W k \] W k \] W k , 

où \V% est une variété connexe. On peut faire le renflement de telle façon 
que la variété V k+1 soit lisse (sans points anguleux), c'est-à-dire que W% 
soit une variété différentiable. 

Le prolongement de x ”- 1 = (m 2 , . ..,m„) à F * +1 est un champ de 
repères normal à F ^ 1 dans R n+k . On se place finalement dans la situation 
générique suivante: on a une variété à bord V k + X cz R n + k et un champ 
de repères x * -1 normal à V k+1 dans R n+k . Sur le bord on a le repère 
— ( m i9 ^ , ” 1 ) dont le vecteur m x est la normale intérieure au bord dV k + x 
* tangente à V k+1 . Ainsi donc, le bord 

(dV k+1 , x") est une variété équipée dans 

1 rr k f 

Lemme 1. Dans ces conditions la variété 
équipée (dK fc+1 , r n ) est équivalente à zéro. 

Démonstration. Considérons 
une fonction numérique t(x) sur V k+1 , 
où l'on a t(x) = 0 sur le bord dV k+1 et 
1 > /(*) > 0 à l’intérieur de P* +1 . La construction sera faite de telle sorte 
que le graphique (x, t(x )) de t(x) dans le produit F fc+1 x I a S n+k X / soit 
une variété différentiable V k+1 c S n+k x / normale au bord dV k+1 pour 
I = 0 (fig. 88). Construisons un champ de repères t" normal à V k+1 dans 



Fig. 88. 


S n+k X L Faisons «n relèvement trivial de *--i _ , 

par transport parallèle de tous « JL, .«») sur 

* °. a " P» 1 " 1 «""POmtaTî * j|J" x T"! 

x = (*, on obtient un champ -, X ou 

Construisons ensuite le champ du vecteur m «, i ' ' sur K*+i. 

= V >*♦* XI. U couple (P*+i P•. “> S, ' e grapl “1“ d '*'*“ = 

Nous construisons le champ unité ^normal à dans y j Jl 
dirige vers 1 intérieur de U de telle sorte que nom t = o 

les points de = dV k + 1 ce champ se confond avec la normale unité 

2 définhive U : de V ' le lo "g du bord On obdent 

(dV k + l , v") = (dV k +\ x") e R n +*. 

Cela revient à dire que le bord (dV*+\ x”) est équivalent à zéro en tant que 
variété équipée, puisque la variété à bord équipée tout entière (P* +1 , x”) 
de rencontre pas /= 1 dans le produit R"+ k x I. Le lemme est démontré. 

Le théorème 2 résulte du lemme 1, puisque dV k+1 = W k u W k u W k 
avec les équipements correspondants, où a une composante connexe 
de moins que les autres. Le théorème est démontré. 

2. Suspension. Dans le texte qui suit, nous utiliserons les propriétés 
suivantes des groupes d'homotopie de groupes orthogonaux: 

1) ^(50(2)) = Z, car SO( 2) = S 1 ; 

2) ^(50(3)) = Z 2 , car 50(3) = RF 3 : 

3) n^SOinf) = Z 2 , n ^ 3 (voir chapitre 6 ). 

4) L’homomorphisme de plongement n^SOiri)) 7 r,(SO(/t 4 - 1)) est 

un isomorphisme pour / < n — 1. Bien plus, si M est une variété (un 
complexe) quelconque de dimension i, alors pour i < n — 1 1 a PPj!^ atlor * 
[M, SO(n )] -> [M, SO{n + 1)] induite par le plongement SO(n)^ Sü(n 1 ) 
est une correspondance biunivoque. Quand i = n — , ° I | D u m ^îTriin 1 ^ 
de plongement n,(SO(n)) - nJSOO: + D) et appheation ^ 

-» f m SO(n + 1)1 sont des épimorphismes («homomorphismes ). 

le ZXJ} HL. un groupe Ki £ 

Ce résultat est bien évident pour n — 2 , le g 

le chapitre 6 . , nnprnft nts d’une variété différentiable 

Nous savons déjà que les, P ,0 " s 2 ®™ DOur fl > 2 )nesontpas«noués». 

compacte à deux dimensions M dans R IP .• fféren *j a y es f • M -» R ik+q , 

Cela P veut dire que pour deux «isotop.e») 

g: M -4 > 2. ü existe une famille de de ^ ngements pe Ut 


g : M g > 2. U existe un. ^ ' famlTle de pi OD gements peut 

f< : M -4 W k +“ telle que f 0 = f et A f b i e d’un cylindre, F: M x / - 

être assimilée au plongement ditterenti , ment se définit par la 
R ik+q x I («processus d'isotopie»), déforme en M X 0, on en 

formule F(x, t) - 0- M X 1 * 
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déduit que tout équipement, cest-à-dire tout champ de repères t* +<7 normal 
à AI dans R 2A+<? , se laisse prolonger en un champ de repères f* +<7 normal à 
M x I dans R 2 *** x /. II ne sert donc à rien de préciser pour q ^ 2, le 
plongement M a R 2 * +<7 que Ton opère: tous les plongements se réduisent 
les uns aux autres par une isotopie. 

Combien y a-t-il d'équipements possibles pour un plongement 
M a R n + k donné? S'il existe un champ de repères normal t”, on en déduit 
aussitôt un autre, de même orientation, en tout point, moyennant une 
rotation. L'ensemble des équipements se définit donc par les applications 

M -+ SO(n). 

Aux applications homotopes M -* SO(n) correspondent bien évidemment 
des équipements homotopes. 

Tout ce qui précède revient à dire que pour n > k + 2 les plongements 
M c R fc+n sont indépendants de n, au même titre que les classes d’homo- 
topie des équipements des M —► SO(n). Pour donner à ce résultat une signi¬ 
fication précise, définissons ce qu’on appelle Y homomorphisme de suspension 
E: K n + k (S") -► n n+k+1 (S T1+1 ). La suspension se construit de la façon sui¬ 
vante. Soit dans R" + * une variété équipée (A/, t") à k dimensions. Faisons 
le plongement M <= R n+k c= R' ,+/c+1 , ajoutons au champ de repères t" 
encore un vecteur m 0 , normal à R r + k dans R”-*-** 1 , et posons E(M, t") = 
= ( A/, t)). Pour les variétés équipées à bord, E se définit tout pareil¬ 

lement. Il en ressort que pour n > k + 2, l’homomorphisme en question 
est un isomorphisme: 

E : TT„+*(£") ^ 7T„ + k + i(^ ;7+1 ), n > k + 2. 

Pour n = k + 1 on a les résultats suivants : 

a) toute variété M kk dimensions peut être plongée dans R 2k+1 ; 

2) le nombre des classes d’homotopie des équipements du plongement 
M cz R 2 ** 1 n’est pas inférieur au nombre des classes d’équipements du 
plongement M ci R 2 ** 1 ** pour q > 0 (démontrer !). 

II s’ensuit que l’homomorphisme de suspension 

E : t i 2k+1 (S k +') - n 2k+2 (S k +*) 

est un épimorphisme. 

Dans le langage usuel des applications, la suspension E peut être carac¬ 
térisée comme suit. Soient S n+k l’équateur dans S" ,+fc+1 et S n l’équateur 
dan; S"* 1 . Prolongeons l'application des équateurs /: S n+k -» S" 7 , de la 
façon naturelle et la plus simple, en l’application Ef : S' 1 ' 4 ** 4 * 1 —> S n + X 
suivant des rayons dans l’hémisphère nord et dans l’hémisphère sud; Je 
pôle nord se transforme en pôle nord, et le pôle sud en pôle sud. 

3. Calcul des groupes r n + 1 (S n ). Nous calculerons ces groupes en utili¬ 
sant les théorèmes 1 et 2. Conformément à ces deux théorèmes, chaque 
élément a des groupes indiqués se laisse représenter par l'équipement 



A: S 1 


SO(n) 


qui représente l’élément [A] e n^SOOt)). Pour n> 2 on a x.(SO(n)) = Z 
Il s’ensuit que le cercle S 1 n'admet que deux classes d’homotopie des équipe¬ 
ments, ce qui fait que le groupe rt n+1 (S") n’a que deux éléments tout 
au plus pour n > 2. 

Exercice. Montrer que le couple (S 1 , t?) dans lequel tJ est un équipe¬ 
ment non trivial n'est pas équivalent au cercle muni d’un équipement 
trivial. 

Le résultat de cet exercice et les raisonnements précédents donnent 
lieu à la conclusion suivante: x n+1 (S n ) = Z 2 . 

Cas de n = 2. Dans ce cas il est parfois important de connaître a priori 
le plongement concret S 1 ci R 3 , car il y a des nœuds. Nous nous borne- 
rons à considérer le plongement 5 1 c R 2 c R 3 , muni comme précédemment 
d’un équipement trivial t 3 . (En réalité, il se trouve que, dans ce cas comme 
dans le précédent, tout cercle équipé est équivalent a un cercle équipé 
non noué: sans chercher à le démontrer nous considérerons smplement 
le plongement standard S 1 e R- e R 3 .) L équipement trivialI. qui « çom 

truit comme par le passé, définit I élément zéro u g , 3 rotation A 

équipements £ s’en déduisent en faisant sub.r au repéré t„ une 

en tout point xe S 1 : 

Puisque n,(SO(2» - Z. 0 " obtient Jémonlrt'cnanalogie 

[-4] e Z indiciées par 1 ensemble de var jétés équipées (S 1 , xf m> ) ne sont 
parfaite avec le cas précédent, que ‘ d’addition dans it 3 (S 3 ) consiste 
jamais équivalentes entre elles. L op 
à additionner les entiers: 2 

m'K'iîJ équivaut à (S 1 , T (m+î) ). 

( <M) ' n ’ "fini (Dans le chapitre 6 nous montrerons 

Ainsi donc, le groupe ® st J n ~ x ' 

d’une autre façon que 7 r 3 ( *3 ) — 
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ti7-W- ato m-W "J “* ““ onlier d indice^'e,.lacement 
des images réciproques, voir § 15). (Montrer que H(S\ z m ) - m.) 

Exercices. 1. Montrer que H(f) est un invariant d’homotopie; chercher 
H(f) pour la fibration/: S 3 -+ S 2 ; montrer que tf([fl, fl]) est pair. 

2. Introduire un invariant de Hopf analogue pour les éléments de 
7 r 4lJ _ 1 (S 2ff ): construire les éléments pour lesquels il est non trivial. 

3. Soit o) une 2-forme de volume sur la sphère S 2 , telle que = 1. 

Soit f\ S 3 - S 2 une application différentiable. La forme f*(co) est exacte 
sur S 3 : cela veut dire quil existe une 1-forrae co l telle que f*(œ) = rfaq 

(vérifier !). On demande de montrer que ^/*(co)aco 1 est un entier identique 
à l'invariant de Hopf H(f). 


4. Groupes + 2 (S“). Il sera montré au chapitre 6 que 7r 4 (S 2 ) = 7 t 4 (S 3 ) = 
=r Z 2 . Quant au groupe 7 r 5 (S 3 ), nous ne l’étudierons pas (ce groupe est 
en réalité isomorphe lui aussi à Z 2 ). Nous donnerons maintenant un moyen 
de calculer le groupe 7r n+2 (S n ) dans le cas «stable» où // > 3. Chaque élé¬ 
ment a de ce groupe se laisse représenter par une surface équipée connexe 
(AL t”) c R n+2 , où n + 2^6; on comprend donc que le plongement 
M c= R n+2 n’est pas noué. On sait qu’une surface orientable M est une 
sphère à g anses (voir [9]). N’importe quel plongement pouvant servir 
à notre but, nous posons M <= R 3 c= R n+2 . Il existe un équipement trivial 
* n o = fai, e 4 , ..., e n+2 ), où est une normale à Me R 3 et les ej sont les 
vecteurs unités de base des axes de coordonnées dans R" +2 . Le couple 
(AL tj) définit l’élément zéro dans les groupes 7r n+2 (5”) en vertu du lemme 1, 
vu que le champ (e 4 , ..., e n+2 ) = tj -1 admet un prolongement au domaine 
V de R 3 dont le bord est la surface M c R 3 . 

Considérons le groupe n^M). Supposons que son élément a soit réalisé 
par le plongement différentiable d’un cercle orienté S 1 sans points doubles 
dans M et que n 1 soit un champ dans M , normal à S 1 et tel que le vecteur 
vitesse t de S 1 détermine, avec n x> un repère (t, nj qui définit l’orientation 
dans AL 

Soit un équipement non trivial z n de la surface M c R 3 <= R' 7+1 . Dans 
la base tJ cet équipement s'écrit 


t" = A(x) Tj, 


A : M - SO(n). 


Définissons pour le cercle plongé S 1 cz M , représentant un élément 
ci e 7r 1 (Af), une fonction <£(a) e Z 2 appelée fonction d'Arf : à cet effet, nous 


ferons la restriction de t" à S 1 c M et considérerons une variété équipée 
(S 1 , x n + 1 ) c= R" + 2 , où t w+1 = («j, t"). (Le champ n 1 a été décrit plus haut.) 
•Cette variété représente un élément <P{<x) dans le groupe 7r (l+2 (5 ,,+1 ) = Z 2 . 
La fonction <P(cl) e Z 2 est définie pour les éléments y de n v (M) réalisés 
sous forme de cercles plongés S 1 c AL 

Exercices . 1. Soient deux éléments a et p. Supposons que leur produit 
yp g n x (M 2 ) soit réalisé sous forme d'un cercle S 1 plongé dans M 2 . Il vient 
alors 

<P(yP) = <P(y) + 4>(p) -f a o p (mod 2), 

où y o p est l'indice d'intersection des cercles représentatifs de y et p. 

2. Soit oq, ..., y g , P g une famille de cercles sur A/ 2 (une sphère 

à g anses) qui représentent les générateurs du groupe 7q(A/ 2 ) vérifiant la 
relation cqftaf 1 /^ 1 ... y ÿ P 3 yf l p~ l = 1. Remarquons que l’indice d'inter¬ 
section s'écrit alors y { o pj = ô {j , cqo sq = 0, p t o pj = 0. On demande de 

g 

montrer que la somme <f>(A/ 3 , t) = £ <P(a f ) <*>()?,) ne dépend pas du choix 

1 = 1 

des cercles cc f , /?,- sur la surface Mj. On demande de montrer en outre que 
l’égalité 

*(MJ, t) = 0 

est une condition nécessaire et suffisante d existence des cercles a,, ..., t g , 
j3 U P g vérifiant les égalités = #(a 2 ) = ... = ^(x g ) = 0. 

Si <PM = 0, on arrive à modifier la surface M = Mj par une chirurgie 
■de Morse en diminuant d’une unité le nombre des anses (c est-a-dire a 
trouver une surface équipée équivalente d'un genre inferieur). La chirurgie 
s’opère le long du cercle a c M; 1 égalité *(a) = 0 est unecond, non neces¬ 
saire et suffisante pour qu’il existe, sur la surface mod.tiee A/* de ge 
? — 1, un équipement tJ équivalent a 1 équipement initial. En effet, co 
déro„; Implication An cercle «gonflé.. o 1S X -e «>- M. »« 
<p(dD* X 0) = a <= M et les images des segments a X (-e. e) sont des 
eéodésiques de longueur 2s dans M normales a a. 

Considérons une variété différentiable tridimensionnelle a bord 

IV = (M X 7)U(Z> 2 X (-£,c)) 

<P 

dont les deux morceaux se recollent suivant <p: 

(p:5D- X (-£,£)-» M X 1. 

a tj/ t \ r v Ot II M* et que le genre de M* est égal 
Il est évident que dW = (M X u; u m* m 

à ^ — 1- . wr __ pn +2 x /f0, 1) en sorte que W soit ortho- 

Faisons le plongement y ait w n (R-« X 0) = M, 

gonale aux bords K * w c 
JFn (R n+2 X 1) = M+. 
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Exercice 3. Montrer que l'équipement t" de M dans R" +2 se laisse 
_ x bandc H e R" +s X 1(0, 1) si et seulement si 1 on a <P(a) = 0. 

Remarquons entîn que, pour la sphère S* c R"* 2 , t0 “ l ^uipement 
définit l'élément zéro dans le groupe n n+t (S n ), car n,(SO(n)) = O, si bien 
que tout équipement r" est homotope à l’équtpenient trivial r”. 

Si le genre de l'espace est g > 2, il existe toujours un cycle a tel que 
<*>(*) = 0 (cela ressort du résultat de l'exercice 1). Les chirurgies effectuées 
nous donneront donc soit une sphère (S*, rj) définissant l’élément zéro, 
soit un tore rcR s cR’ +! muni d’un équipement non trivial t" (pour 
les éléments de base a, /? e ir^r 2 ) = Z + Z on a <P(a) = <£(/?) = 1, a <=/?=] ). 
Un tore muni d'un pareil équipement existe en réalité, mais nous nous 
dispensons d’en décrire la construction. 

Ainsi donc, on a = Z 2 . Grâce au développement considérable 

de la théorie des variétés à trois et à quatre dimensions cette méthode 
permet de calculer les groupes 7t H+s (S n ). 

Citons encore quelques résultats, obtenus par des méthodes algébriques 
assez compliquées. 

a) Tous les -. 4 . 4 fS w ) sont des groupes abéliens avec un nombre fini 
de générateurs: tous les ^. +t (S”) sont des groupes finis, sauf pour k = 0 
et n — 21, k = _/ 1: le groupe zr 4( _,(5 2/ ) est isomorphe à la somme du 

groupe Z et d’un groupe fini. 

™ b , } desgr0upes <<st , ables>> r * = ^n + k(S n ), n > k + 1, est donnée 

par le tableau suivant pour k $ 15. 


1 

Z 

II 

8 

z 2 

9 

Zo 

10 

Zu 

11 

0 

12 

0 

13 

z 2 

14 

Z 240 

15 


Z 2 ©Z 2 
Z 2 © Z 2 © Z* 
Z 2 
Z504 
0 
Z 3 

Zj © Z 2 
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§ 24. Théorie homotopique des fibres différentiables 

I. Notion de fibré différentiable. Un fibré différentiable est un objet 
composé, constitué par: 

a) un espace fibré E (variété différentiable); 

b) une base M (variété différentiable); 

c) une projection p : E -► M (application différentiable de rang maximal 
n = dim M en tout point); 

d) une fibre F (variété différentiable); 

e) un groupe structural G (groupe des transformations différentiables 
de F); 

f) une structure fibrée : la base M admet un recouvrement par des 
domaines U r c= M , l'image réciproque de chaque domaine étant munie 
de coordonnées d’un produit direct par des difféomorphismes (p 2 :F x L\ -> 
-► p~\Vj) tels que p<p a (y , x) = x pour a* g y e F. 

Les transformations = (pf l cp x : Ex U afi -+ F X U a0 . où U a/J = L\ n 
fl Up. sont appelées fonctions de recollement du fibré. On les écrit également 
sous la forme k xp (y, x) =■ (T*\x)}\ a ). On demande que la transformation 
T aff (x): F -► F soit réalisable par un élément de G pour a, P et x quelcon¬ 
ques. Les fonctions de recollement définissent donc des applications diffé¬ 
rentiables du domaine U aP dans le groupe G: 

T*: U aP - G, a 
On a par définition des T* p (x) 

et j’rfjpyp’* = l (1) 

(cette dernière égalité est valable pour l'intersection de trois domaines 
U a n U fl n U y = U aP) ). Tous ces éléments définissent la structure d’un 
fibré différentiable. 

L'exemple le plus élémentaire d'un fibré est la projection du produit 
direct de deux variétés sur le premier facteur muni du groupe structural 
unitaire. Un tel fibré est dit trivial. 

Parmi les fibrés différentiables, on distingue tout particulièrement les 
fibrés principaux et les fibrés vectoriels. 
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Un fibre principal se définit comme suit: la fibre F se confond avec q 
et le groupe G opère sur la fibre F = G par des translations à droit ’ 
R g :G-+G, R g (x) = xg. On a le lle 

Théorème 1. Le fibré principal se définit par Faction différentiable 
à gauche de G sur E, les orbites dans G étant liées par une correspondan > 
biunivoque naturelle aux points de la base M. 

Remarque. Rappelons que par action différentiable à gauche de G 
sur £ on entend l'action (g, y) » g(y), (y e E, g e G) qui dépend différen 
tiablement des deux arguments (g, j). On demande en outre que 1 ) | e , 
orbites soient uniformément espacées; 2) en chaque point y 0 e E un disais 
diiferentiable suffisamment petit D” de dimension n = dim M sans êt ro 

S"cha“„° r (fi" 89)°' ‘ 0UteS ° rbi,K TOis; "' s e " ™ 




b)/.e disque coupe Les orbites 
voisines en plus d'un point 



c)les or dites sont rappro¬ 
chées non uniforme'/nent 


Fi«. 89. 

Les domaines U portent i» 

«1 i&'fa* r '".“ mré du fibré. 

orbite suffisamment v ^ mais contie nt des point 6 COntient aucur * autre 
orbite. oisine, chacun des points n a PP a ftenant à chaque 

Démonstratio H . ?<apparten ^ à une seV 

W)=trà a 4° ite com mutent e ™ec !e S ^° US , uti . ,iserons le fait 

d ° ma,ne * JÆ*! 

I^ difféomorphisme Vl C xu ^ = ^ 

’ «• str „ ure 

( l) - Voyons si cette définition 
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reste vraie pour l’intersection U.= lf t\rr d:~ 

de “ déflnitions d '““ tnmstaio/i gaucHé'SÏ doma“e 


p-\U' P )^-+ Gxu jp -h 
p-\u xp ) ÜLgxCL. JîL 


GxU, p -l+.p-i( Uxp ), 


P W*)->• Gx U 2P —U. Gx U ap J+p-\U aP ). 

Il s’agit de vérifier qu'on a pour tout y e p~ 1 (U 2 ) 

v* L Ki97\y) = VpLgtfïHy)- 

En appliquant q>f 1 à cette égalité, nous la ramenons à 


KpLçtfx 1 (j) — L Pi (p p 1 (ÿ). 

Or, cette dernière égalité résulte de ce que les translations à droite commu¬ 
tent avec celles à gauche: L Sl k a p = KpL gl et Kp<P7 l = n l - Ainsi donc, 
chaque domaine p l (Uf) est muni d’une action à gauche g du groupe, 
et ces actions sont compatibles. Le théorème est démontré. 

Tous les fibrés principaux se laissent donc déduire des actions libres des 
groupes G sur les variétés E. 

La structure fibrée de fibre F quelconque ne se définit, au fond, que 
par les «fonctions de recollement» k aP ou les applications T^\ U afi G 
soumises aux simples conditions (2). La fibre elle-même ne joue donc aucun 
rôle : à tout fibré de groupe G et de fibre F on peut faire correspondre 
un fibré de fibre différente F\ à condition que le groupe G soit réalisé 
(«représenté») sous forme d’un groupe de transformations différentiables 
de la fibre F' ; à cet effet, il suffit de prendre les mêmes fonctions de recolle¬ 
ment T ap : U aP -+ G mais réalisées comme transformations de l'autre fibre. 

Le fibré ainsi obtenu est appelé «fibré associé» au fibré initial. On peut 
en particulier réaliser les fonctions de recollement comme translations à 
droite du groupe G lui-même, ce qui permet toujours de construire un 
fibré principal associé au fibré en question. La conclusion : 

Tout fibré est par définition associé à un fibré principal. La classification 
des fibrés se réduit donc à celle des fibrés principaux. 

Une autre classe importante de fibrés est constituée par les fibrés vecto¬ 
riels dont la fibre F est R" et le groupe structural G opère sur F comme 
un sous-groupe de GL(n , R). On y distingue naturellement les fibrés 
vectoriels orthogonaux (G c: <9 (h)), les fibrés complexes (F = C", G a 
c GL(n , €)) et, en particulier, les fibrés unitaires (G c U(n)). 

Quelques exemples importants. 1. Les revêtements. Ici la fibre F est 
discrète (un ensemble de points), et le groupe G se confond avec le groupe 
de monodromie du revêtement. En parlant des revêtements, nous avons 
désigné les fibrés principaux sous le terme de réguliers ; ils se définissaient 
par l’action du groupe discret G = a(n x {M)) sur l’espace fibré. Voir les 
exemples de revêtements dans le chapitre 4. 
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1 Les fibres associés aux variétés d'éléments linéaires. Si M est une 
variété différentiable à « dimensions, il existe naturellement un fibre de 
n-repères « • £ - Af. où chaque élément de E est forme par un couple (x, t") 
constitué d'un point xe M et d'un «-repère tangent non dégénéré t" en .v. 
La fibre F est identique au groupe structural G (le fibre principal) et 
G = G Lin, R). L'action du groupe GL(n , R) se définit de façon naturelle: 
si A e GL(n , R) et (.y, t") g F, alors 

A(x, t 11 ) = (x, A(t")). 

Si la variété admet une métrique riemannienne g ij9 on y distingue une 
classe de repères orthonormés, ainsi qu un fibré principal naturel E 0 —> AI 
de groupe structural 0(n). Si la variété est orientable, elle peut être munie 
d’une classe de repères orientés, ce qui donne un fibré principal de repères 
E so M de groupe structural SO(n). Si M est une variété complexe à n 
dimensions, on y définit des repères complexes et un fibré E c —► M de 
groupe structural G Lin, C). Enfin, si M admet une métrique hermitienne, 
on définit également sur M un fibré F^ -> M de groupe structural £/(//). 
Chaque fibré indiqué est un fibré principal pour des différents éléments 
linéaires. 

D'autres variétés d’éléments linéaires décrites au premier chapitre 
sont des fibrés associés aux fibrés énumérés ci-dessus. Les fibrés les plus 
connus parmi ceux-ci admettent comme fibre: 

a) F= R"; 

b) F = S”- 1 (vecteurs unités ou demi-droites); 

c) F=RP n ~ 1 (droites ou directions); 

d) F = V n k (^-repères orthonormés dans R n ); 

e) F=A k (R n )* (Ar-formes alternées); 

**) F = R”®... 0R n ®(R ,, ) :,: ®... ®(R 71 )* (tenseurs). 

3. Les espaces homogènes. Dans le premier chapitre, nous avons défini 
1 espace homogène des classes à gauche pour un groupe de Lie G et son 
sous-groupe H: 

M = G!H. 

^breme^à^gaudi'e^ur^^groupef^ le ^us-groupe H opérant 

g*-*hg (geG, he H). 

^ÆtSSeS^V aU âf^ ,eS - P0 * ntS dC k baSC) ‘ 
déj 1 VLrsr , espLs h « ssî 4 Nous avons 

tiablement dans ^variété Tn + k dim” dimCnsions . P lon S ée différen- 

riemannienne (ce peut être par Ixtmnlî? S mUn | e d une métn£ l ue 

P r exemple un espace euclidien). Les points 
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du fibré normal (vectoriel) sont des couples (x ,,), oi, * est un point de M 

2rZv”".'!fS^T”ï. " 4- Le poupe structurale est évidemment 

Oik), et la nbre F = R\ 

Il y a des cas où, pour les fibrés différentiables p :E-+M de fibre F 
le groupe structural est inessentiel. En pareils cas les «fonctions de recolle¬ 
ment» se laissent définir par des difféomorphismes F —► F quelconques. 
On dit alors que G est représenté par le groupe des transformations différen¬ 
tiables (difféomorphismes) de la fibre F en elle-même. Ce groupe se note 
diff F et comprend un sous-groupe diff + F formé par les difféomorphismes 
qui conservent l’orientation. 

Les applications d'un fibré dans un autre se définissent de façon natu¬ 
relle. Soient deux fibrés (F, M, p : E -> Af, F, G) et (F', M\p': E' -» M', 
F, G) de même groupe structural G et de même fibre F. 

Définition 1. Une application f : F -► F' est une application de fibrés 
si elle conserve la structure de fibré différentiable. Cela veut dire que 

a) l’application f conserve les fibres, p[f — fp> où /: M -» M' est une 
application de la base du fibré (cette condition définit f de façon univoque); 

b) sur chaque fibre l’application f F : F -+ F est une transformation qui 
appartient au groupe structural G. Plus exactement, il existe sur le voisinage 
de coordonnées U a c= M un difféomorphisme q> a \ F x U x -+p- l iU 2 ) c F, 
et sur le voisinage de coordonnées Upr c M ' un difféomorphisme - Fx 
x U p, p’"KUp,). Il existe donc, dans le domaine W x p*=U a n f (L>), 
l’application 

F x W+ X p-KUJ X p’-'W.) — FX U’ r 
qui, pour chaque point x e W lfr , opère suivant la loi 

(y, x) i->- (Ty,f(x)), 

où Test une transformation de F. La condition b) veut que T appartienne 
au groupe structural G. 

est identique. établirons une classification de fibrés basée 

Dans le texte qui suit, nous dans que iq U es cas particuliers 

sur cette relation d’équivalence, s hère ). Nous montrerons que tout 
(par exemple, lorsque !a base p jt direct équivalent à un 

fibré de base un disque D" (ou K ) est y 

fibré trivial. . , notion de connexion dans 

2. Connexion. Introduisons maint .£_> M, de fibre F et 

le fibré d’espace E, de base M, de projection p 
de groupe structural G. 







FIBRES DIFFERENTI ABLES _ _ 

Supposons tout d’abord que le groupe G soit inexistant: cela revient 
à adopter comme G le groupe des diffeomorphismes de la fibre F. 

Un fibre muni de connexion peut se réaliser de façon in uitivc comme 
suit il existe une famille d'espaces {F x } qui dépendent d un paramètre 
parcourant la variété M (la base): la reunion des fibres h = U F x est 

«l'espace fibre». A chaque chemin y(/). a < t ^ A, dans la base Mon lait 
correspondre un «transport parallèle» de la fibre / le long de y du 
point initial au point final, c'est-à-dire l’application (diffeomorphisme) 

p.. : F x , - F Xl , -Yo= y(«), -V» = '/(*>)■ 

Celle application est soumise aux trois conditions naturelles suivantes. 

1) p t dépend continûment du chemin y; 

2) y = p - x p P • = (</>..)■*; si le chemin y est constant, l’appli- 
cation <p est identique; 

3) <p / ne dépend pas de la parametrisation du chemin. 

Nous décrirons maintenant la définition d'une telle famille de trans¬ 
formations ç> (ou connexion). 


Définition 3. Par connexion générique (sans groupe structural) on 
entend une distribution qui admet en tout point ve E une direction privi¬ 
légiée tangente à E de dimension n = dim M qui dépend continûment 
de y et qui est transversale à la fibre passant par y (c'est-à-dire qui se 
projette sans dégénérescence sur M par la projection p \ E-> M). Ces 
directions s'appellent directions horizontales de la connexion. Une courbe 
différentiable y(t) dans E est dite horizontale si son vecteur tangent est 
porté par une direction horizontale pour t quelconque. 

Lemmf 1. Tout Jihré différentiable admet la connexion générique. 

Démonstration. Soit g {J la métrique riemannienne sur l’espace E\ 
son existence est garantie par les théorèmes du chapitre 2. Les directions 
de dimension n , orthogonales aux fibres en tout point v£ F, forment la 
connexion générique. Le lemme est démontré. 


Lemme 2. Si un fibré (E,M,p, F) de fibre F compacte admet la 
connexion générique , alors , pour toute courbe différentiable par morceaux 
V(0> 0 ^ < 1 y dans la base M et pour tout point y 0 e E tel que p(y 0 ) = y(0), 

// existe une courbe horizontale et une seule y(t) dans E qui relève y(t ), 
c'est-à-dire telle que py(t) = y(t) et y(0) = .v 0 . 

Démonstration. Considérons un segment différentiable ô de 
la courbe y(f), suffisamment court pour être non croisé. L'image réciproque 
P l (6) de S est un fibré différentiable de fibre F, de base ô et d’espace 
Ea P *(£)• Le'* directions horizontales de la connexion dans E découpent 
des directions horizontales de dimension 1 dans le fibré E A au-dessus de ô. 
Considérons les courbes intégrales de ces directions horizontales dans 
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l'espace E A ~ p '(d). Elles sont toutes horizontales, elles aussi. Le lemme 
résulte de 1 existence et de 1 unicité des courbes d'origine donnée (la com¬ 
pacité de la fibre est essentielle, car sinon les courbes intégrales iraient 
sc perdre à l’infini). 

Remarque. Le lemme 2 peut se trouver en défaut pour les fibres non 
compactes; en construisant la connexion générique, on doit prendre garde 
que les courbes intégrales horizontales ne s’éloignent pas à l’infini. Cette 
condition est automatiquement remplie chaque fois que la connexion 
tient compte du groupe structural G (voir §25). 

Soit donc un fibré différentiable doté de la connexion générique et 
d’une fibre F compacte (qui peut d’ailleurs être non compacte, à condition 
que pour la connexion considérée le lemme 2 reste v rai pour toute courbe 
différentiable par morceaux y(/) dans la base M) En vertu du lemme 2, 
pour tout chemin différentiable par morceaux y(t), a < t ^ b, il existe 
une application de la fibre au-dessus du point .v n y (a) dans la fibre au- 
dessus du point a*! yih): 

<P . : F x . F.xt 

(car les courbes horizontales dépendent continûment du point initial, 
voir la démonstration du lemme 2). U est clair que 1 application (p ne 
dépend pas de la paramétrisation de y et que 


( P 


, = (<P,)' 


On dit que ce sont des transposes par parallélisme de la 

par la connexion. En particulier, tout chemin dont 1 ongme eU extrémité 

se confondent dans un même point .v 0 définit 1 homomorphisme 

,p : fl(.v„, M) -* G = diff F, 


(homomorphisme d'un //-espace dons le 

h, transformation f, d »nc fibre ■en une^h,te^ehe ^ ^ ^ 

propriétés enumerees s appeh . dc . la con „„ion donnée 

le groupe G porte le nom de t « monodromie. 

Il s'agit d une généralisation du groui 

. Ctont Hnnné un fihré de groupe structural G, on entend 
Définition 4. Etant donn ... ayec G) une f am ille de directions 

par G-connexion (ou connex '?’ yé £ que tous les transportés p, appar- 

d '"" ““ Pr ° uv<c “ 5 

voir aussi le lemme 2). croupe structural d'un fibré muni 

Le groupe d’holonomie est en fa.t^^ décrjrons , a constr uction 

•de la connexion. Dans le panig P donnerons une définition en termes 
globale des G-conncx.ons et nous en donne 

•dc géométrie différentielle. 



FlIRtS PlFFffrEX TIAilES 


, Clücu l groupes d'homotopic à l’aide des fibres. 

Théorème 2. Tout fibre différentiable Je fibre compacte jouit 
-ropneu Je reforment des komotopies rour toutes les variétés À et ù\w 
'applications différentiables per morceaux et homotopies dans la bas. \[ 

et l'espace E. ...... 

Démonstration. Supposons que I homotopie b: h X I — \f 

admette pour t 0 un relèvement (application) f: K \ 0 -» E . en sorte 
que pt' /*. Conformement au lemme 1. le fibre admet la con- 

revion générique. En vertu du lemme 2, la connexion fait correspondre 
univoque -lient à chaque chemin différentiable par morceaux (déplacement 
d‘un point sur '/) un relèvement qui dépend continûment du chemin et 
du point initial du relèvement. Le théorème résulte donc des lenimes 1 e: 2. 

Cüroi l \nu. Les groupes d'homotopie itfiE. F. y 0 ) = r.fiM, x 0 ). •:) 

t. pi v*l sont isoim>rphes et la suite 


-<F)-U r ,{E) 


-i ~j(E. F) —»• n^F) 


*>(*/) 

est exacte. 

Ce corollaire résulte du théorème 2 en vertu des résultats du § 22. 

Remarque On peut proposer une autre construction de l’homonor- 

,ts - roi: P es d’homotopie relatifs n'inter- 
enner.t pas. Soit/. ir - .1/ une application qui envoie le bord S'~’ du 
disque A sur un point v. et qui réalise un clément » du croupe - ( \f v,) 

%ZZ?, UBe '° ,S POUr ,OUteS un pomt - «r le bord Z disque « 
f un JU,rc P° ,nt quelconque de S*-* air la corde 1 <;1 

lfcvv n „ Ch !T fCrm î ” ■»>*« *>» s^ncett^cvtre- 
d ' fi Z • 1 «“*"»« -lu chemin reine sora sUuct 


f jf-TT, l'application oon S „uim 

'imc njete ci-Je.su/ J '* V ' * ' " ' * homomorphisme K-r.l Je 1.1 

h-e! PoJr'o'.tC'^Æ rtSSSS: tï'S'tor icuUcr 

d t ,ih * - -le ccruins 

n -’ us a re^Lfgi r-^* *» ■» S ,§». I. suite 

des e-paces de lacets. ' Pts d homotopie des rev éléments cl 
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Exemple 1. Considérons doux libres principaux très simples; 

a) R P* - 50(3) él* s* (de libre 50,2ï S'); 

b) 5 J = Si\2) —► 5* (de fibre 5 l L 

Le fibre a) est celui des vecteurs unités tangents sur la sphère 5-; i! 
est aussi analogue au fibre principal 50(3) -* 50(3) 50\2) 5 1 de base 
homogène (voir n° IL D'une façon analogue, le eus M se réduit à un fibre 
SL\2) -* 5l’(2) L\\) 5\ où L\\) est un sou$-groupc de SL\2) constitué 

de m utrices diagonales. Le libre b) porte le nom de nbrê Je Hopf. Rappe¬ 
lons i§22) que pour / ^ l les groupe* r^RP*) et jc/ 5 1 ) sont identiques 
entre eux, ce qui fait que les fibres a) et b) ne diffèrent pas au point de 
vue de leurs groupes d'homotopie. 

Considérons le cas b) en faisant intervenir les égalités (voir $2M: 

r t (5*) = /. pour n ^ 1 ; 

- ; (5 l> ) 0 pour / ^ l. 

Ecrivons lu suite exacte pour le fibre b* 

.-(S 3 ) X {S'\ ^ 

Puisque -r.(S') - - _,(5 l ) = 0 pour i > 2. o.i a la suite exacte 

0 - .T, (S*) -* K/S*) *0 './ > 

et -.(.S*) - -j(S-’) pour tout./' ^ 2. On a en particulier ".(S 1 ) = Z - x t { S ). 
Exemple 2. Le nbré de Hopf généralisé 

„■ $s«-i c/>i (de libre E = 5‘) 


se défini: comme suit. Soit une sphère d’équation complexe ^ *, * - *• 
Le croupe S 1 opère sur cette sphère comme suit: 

. ^ (r = (.v.-U « '• 6 S ‘^ 

Les orbites de cette acuon forment CP" en vertu de la définition de cette 
variété. On sait déjà que 

t 1 (S‘) = ^ +1 (5*-»)=Z. 

s .(S‘) = 0 pour 7 > 1 et ^5—1-0 ,vurq<2n-l. 

De la suite exacte du fibré on déduit 

r.jCP*) = Z. xfiCD - x/5^- 1 ) jvur i > 2. 

En particulier. ^ M (CP*) = Z (venfier !). 
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Exemple 3. Considérons le fibre des «-repères tangents à une sphère S" 
à « dimensions. C’est un fibré principal. 

a) SOin + 1) - SO(n + 1 )/SO(n) = S" (de fibre SO(n)). Nous consi¬ 
dérerons aussi les fibrés associés de ^-repères. 

b) V +i k+ i S" (de fibre V„, k ; rappelons que V„ tk est la variété 
des Jt-repères orthonormés dans l’espace à n dimensions). Pour k = 1 
on a un fibré K n>2 - 5" de fibre K„., = S"' 1 , ou fibré des vecteurs unités 

tangents. 

Considérons d'abord la suite exacte du fibré a): 

... n j+ i(S") —> t ij(SO(n)) —> 7ij(SO(n + 1)) —> nj(S n ) -> ... 

Pour j < n — 1 on a nj(SO(n)) = 7ij(SO(n + !))• Pour j = n — 1 on a 

*.(S")-L n^iSOin^Xn^iSOin + 1))7^,(5"). 

il t 


D'où l'on déduit que l’homomorphisme i* pour j = n — 1 est un épi¬ 
morphisme à noyau cyclique du type d(n„(S")). Si le fibré tangent à la 
sphère S" est trivial, comme c’est le cas par exemple pour n = 3 (car S 3 
est un groupe de Lie), alors l’homomorphisme d est également trivial. On 
a donc topologiquement 50(4) = 50(3) x 5 3 et 71,(50(4)) = 7 t,(S 3 ) + 
-I- 71/50(3)). J " Jy ’ 

Nous démontrerons maintenant, le théorème 2 à l’appui, la proposition 
que nous avons mentionnée dans le § 23. 

Protootion 1. Soit M une variété de dimension q. Toute application 
ùO(n +1) est homotope a l'application M -* 50(«) <= SOin — 1) 
~ - BX> + I) définit me cotre,- 

[M q , 50(n)] -* [M q , 50(«+ 1)]. 

/': M t™™ *1 n 2 V ° n ‘ P0S ° nS q < "- et considéro "s une application 

point, ce qui signifie quVexkte une hom^if S°xl 1 5" 

telle que /. =/ et /, : * 6 Son relèvement F = Y A avec f - f 

est une déformation de /en f[: M-+ SOin) = P -L ) ^ f ° ~ f ’ 

Soit maintenant ?<«-!; les applications ' et lu^SOUt) 
sont homotopes dans SOin + 1) par l’homotopie F. M x iZ SOin ) 
La projection F = pF: M v A _» „„„ • T V\ ~ 1 - ) ' 

^ fans ^omotopie 6 «P^qui ^relie ^’apphcatjton 

laque,.e les images des b£ du 
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(restent en s 0 )- L’homotopie <P t qui relève & t dans SO(n + 1) pour / = 1 
donne une homotopie entre / 0 et f L dans la même fibre SO(n). La propo¬ 
sition est démontrée. 

Considérons maintenant le fibré b) de fibre V„ t k . Plaçons-nous d'abord 
dans le cas de k = 1 : 

/>: K+i, 2 - S" (de fibre V n , 1 = S” + 1 ). 

La suite exacte du fibré b) nous donne 

nj(V n + 1 , 2 ) = 0 pour j < — 1 ; 

7t n _i( V n +1 2 ) est un groupe cyclique. 

En effet, cette suite se présente comme suit: 


•rc/S")4 n J ^ 1 (S n ~ 1 ) -> nj^(V n+1 , 2 ) - ^-,(5") 


Si j = 1, alors Hj(S n ) = nj-i(S n x ) = Z, nj-i(S n ) = 0. 
morphisme d : 

d : t z lt (S") -> 


Cherchons l'homo- 


A cet effet, construisons sur la sphère S" un champ de vecteurs tangent ç 
qui n’admet qu’un seul point singulier s 0 (d indice 2 pour n pair et d indice 
nul pour n impair, en vertu des résultats du § 15). Ce champ de vecteurs 
définit une application / S"\s a =D n - K n+1 ., donnée par la formule 

/( T ) = ^ T> JL j, où r est le vecteur unité dans R" +1 . Il est clair que le degré 

de l'application pof=f:D"-+ 5" est égal à +1 et que fie D ) — ^ 
(Nous proposons au lecteur de vérifier que 1 application du bord cD 
dans la fibre V„ , = 5" -1 a un degré égal à l’indice du champ de vec- 

teurs c dans le point singulier.) , , 

De la construction explicite de l’homomorphisme d proposée plus 
haut, il ressort que d est le produit de multiplication par un entier, égal 
à l’indice de c en D’où 


n n - 1 (S''-')ldn n (S’') = 


si n est pair, 
si n est impair. 


Il vient en définitive 


{ Z pour n pair, 

Z 2 pour n impair; 
nj(V„ +1 , n) = 0 pour j <n - 1. 
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En considérant successivement les fibres 

p:V,+i.k+i-+SÊ fibre V„ tk ) 9 
on obtient de la suite exacte: 

*j(K+ 1 . fc+i) = 0 pour j < n- k, 
n n - k (V n+ltk+1 ) est un groupe cyclique (démontrer!). 

On interprète de façon analogue les fibrés au-dessus d’une sphère pour 
le groupe unitaire et le groupe symplectique : 

U(n) S 2 ” -1 (de fibre U(n - 1)); 

Sp(n) -► S 4 ” -1 (de fibre Sp(n — 1)). 

La suite exacte du premier fibré nous donne 

n j(U(”)) = nj(U(n — 1)) pour j < 2n — 2, 
et celle du deuxième fibré, 

Kj{Sp(n)) = nj(Sp(n — 1)) pour j < 4 n — 2. 

Il en découle que les groupes n j(SO(n)) (pour j <n- 1), les groupes 
(pour j < 2n — 2), les groupes nj(Sp(n)) (pour j < An — 2) ne 

«. e ?°Xnr s t;i i L«r ,ent " spec,iveraem *aw « */$» 

à £^JSSSST t LS'”' ,e fibré dES TOteure “" it& 

p : E -> M\ (de fibre S 1 ). 

on VET,# - « t-i. 

trivial av^r o >> t ■* ^^Çons-nous donc dans le cas non 

tnvial, avec g > 2. La suite exacte du fibré devient alors 

—* *i( £ ) 7r,(A/|) 4 jrj.^.Si) _ 

dessus de S 1 et de^t/ 2 sont^ennt rev ^ tements universels au- 

' > Quand'il, ‘m ï"ù ïïffSS " ™"< *« «**> - « Pour 

0 - n^S 1 ) -4 7r,(£) ^(A/j) -+ o. 

| 

Z 


Désignons le générateur naturel du zroune wcn 
canoniques du groupe n,(M 2 \ nar n ^ P l 1 ^ ) P ar T > et les générateurs 
la relation " P l{Mg) par • ’ • » a *> *i. • • •, MO» derniers vérifient 


«iVl • • • ajbtf+bj l = 1. 
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Les chemins a j9 bj forment des «coupures canoniques» sur la surface 
qui devient un 4g-angle Q Ag (fig. 90). Posons /*(t)_= z e n x (E) et choisissons 
dans 7 i x (E) des éléments a l9 .. a v b l9 .. b g tels que p*(âj) = a j% 
= bj. Le groupe i*n x (S l ) forme un sous-groupe distingué dans n x (E). 
Les générateurs f, a j9 bj du groupe 7 r a (£) vérifient les relations suivantes: 


1) àjzâj~ l =z aj f 

2 ) bjîby l =x 9i , b 1 

3 ) aAar'br 1 ■ ■ ■ Ogbgâpbg 1 = z' / 

(il sera montré un peu plus tard que <Xj = pj = 1 
et y = 2 — 2g). En effet, les relations 1) et 2) I 
sont vraies parce que /*7t 1 (S 1 ) est un sous- 
groupe distingué. Quant à la troisième relation, 2 
elle est basée sur l'égalité suivante : 

pMhar'br 1 ■ • • agbgàg'b- 1 ) !• 

Montrons que tous les y.j et fij sont égaux à 1. En effet, 1 automorphisme 
interne f >-> a.iaf 1 se réalise par transport parallèle de la libre S 1 le long 
du chemin a, = p(jaj) dans la base M\ (on l’a vu au § 17). Puisque M g 
est une surface orientable, le transport nous donne un difleomorphisme 
de la fibre S 1 sur elle-même qui conserve l’orientation. 11 s ensuit que 
tous les oc, sont égaux à 1 ; le même raisonnement vaut pour tous les Pj. 

Montrons maintenant que y = 2 — 2g. Introduisons sur un champ 
de vecteurs £ qui ne s’annule que dans un seul point .v 0 si 

des chemins (a } , bj). Posons n(x) = > pour x # -v 0 - Découpons dans M\ 

un petit disque D de centre en x„ (fig. 90). U champ», définit une appli¬ 
cation K=Q it - D= S'xl-E qui établit une homotopie entre 

le produit 

j,î,ïfV •. ~ ” »» ~ ? 



« l’image du bord 3i> de D. Ici les ctenùH r gXm“- 

chemios a„ bj dans, espace E « “‘S- champ « 

ment au théorème de Hopf (§ 15), 1 indice ou point 
est égal à 2 — 2 g, d’où il ressort que y S■ 

f ÎS» La sphiK s *'** “ 

défini, dans ces coordonnées par l’équation £ W - b Sur «te sphere 



fibres différentiables 


. „ crmv — <?»,m = S 3 des quaternions unités 

opère (à gauche) le groupe SC7<2) - W) * 4 

\q\=\: 

q{q 0 .<7ri) — (Wo» • • • ’ 99*)’ 

i • miniipnt Ç 4 " +s /St/(2) est par définition l'espace projectif de quater- 
^ron'oli.». un fibré^principal du groupe strucrural S F ( 2 ): 

C1M+3 v T4 P n 


Pour n — 1 on a HP 1 = S 4 (vérifier !), si bien qu’on obtient un «fibre 
de Hopf quaternionique»: 

57 54 (de fibre S 3 ). 

La suite exacte de ce fibré se décompose en morceaux de la forme 
0 -» rr i(S 7 ) -> 7c,(S 4 ) -* Tii-xCS 3 ) -> 0 

(les homomorphismes n^S 7 ) sont triviaux, puisque le plongement 

de la fibre S 3 dans S 7 est horaotope à une application constante). On 
constate donc que 7 : 7 (S 4 ) est un groupe infini. 

4. Classification des fibrés. Considérons les fibrés principaux : 


a) V„ t k - G„ f k (de fibre 0(/c)), 


où G„ k est une variété de plans /c-dimensionnels dans R" qui passent 
par l’origine des coordonnées; 

b) V n ,k-+G ntk (de fibre SO(k)) 9 

A 

où G„ k est une variété de plans /c-dimensionnels orientés dans R" qui 
passent par l’origine des coordonnées (cette variété est un revêtement à 
deux feuillets au-dessus de G n k )\ 

c) rÇ.E-GC * (de fibre £/(*)), 


où G£ ffe est une variété de plans /c-dimensionnels complexes dans C" qui 
passent par l’origine des coordonnées, et k une variété de repères /c-di¬ 
mensionnels unitaires dans C”; 

d) G?.* (de fibre Sp(n)), 


où G” k est une variété de plans ic-dimensionnels quaternioniques dans H" 
qui passent par l’origine des coordonnées, et t k une variété de /<-repères 
orthogonaux quaternioniques. 
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Il vient, en vertu des résultats obtenus dans l’exemple 3, 
nj(K, k) = 0 pour j < n — k, 


7tj( yc k ) = 0 pour j < 2(/i — k), (2) 

-j( Vf _ k ) = 0 pour j < 4 (n — k). 

esprit k fixé et h -+ oo (l’espace devenant de dimension infinie). Si n = oo, 
fl ressort de (2) que pour k , Vg, k et V» , k tous les groupes d homo- 
topie s’annulent (ces espaces sont tous contractiles; nous proposons 
lecteur de le vérifier). 

piffinition 5 On dit que le fibré principal £ B de groupe struc- 

donnée M et de groupe G , ,,, „ i de M dans la base B = B c 

». ies W. V**g*£-*ï* ss t» 

tural G s’obtiennent à partir des ^ pl ' catl J es L es in duits. Pour définir 

base du fibré universel. On dit que fi dc fibre F et de groupe 

cette notion importante, prenons unfibrép^ construisons un autre fibre 

structural G et une application /. M ^ groupe structural G: on dit 
v ’- E' M' de meme fibre t . r a/ au moyen de/, 

que ce dernier fibré est induit par le t^b p j soit définie par le 

Supposons que la structure V F x U a p~* 

recouvrement M — U « , , hase m’ de fibre F et 

- F * ^ in^dui^atfmoyen^de l’application’/: M’ - M. sa 


U 1 . =/-HG.); 

y • F X Vn -♦ F X U'jfi vérifient les égalités 
les fonctions de recollemen -m- 


fibrés différentiables 
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j uc ouverts V <= M' et les fonctions sont les 

SrtSes des éléments correspondants de la structure fibrée 
deT/- W) On obtient alors un nouveau fibré p :E -* M et son 
appücation £ -» £ dans le fibré initial qui induit l’application donnée 

des bases /: M' -* M. 

Revenons au théorème de classification. Etablir une classification de 
fibres au-dessus de la sphère S« revient à chercher l’ensemble [S q , B G ], 
donc les groupes d’homotopie 7 t,(£g). Pour G = 0(fc), SO(k), U(k), Sp(k) 
on a respectivement B G = G»,*, G œk . 6 £>.i t , G»,*, et 

nj(G œ . *) = ir/G,. k ) pour j < n - k, 

-j(G 0 », t ) = *) pour j <n- k, 

~j(Gg k ) = 7 t/Gf, *) pour j < 2 (n - /c). 

Exercice. Démontrer l’égalité générale tt/G) = Ttj + i(BG), ainsi que 
les égalités particulières 

-j(SO(k)) = 7ïj +1 (G 00j *), 

TTjWCA-)) = îtj+jfGg, *), 

r/Sp(Â:)) = n j+1 (G* 

en utilisan' la suite exacte du fibré universel. 

Considérons en conclusion quelques exemples simples. 

1 . G = OH) = Z 2 : 

B 0 = lim(5", Z 2 ) = limR/ > " = RP°°. 

H—*30 n-ÏOO 

Il Vient r.iR/» 00 ) = Z 2 et -/RP 00 ) = 0 pour j > 1. 

2 G = Z„ (groupe cyclique d’ordre m): 

B c = lim S 5 n+,/ Z m = limLf ;/ 1 = L~„ 

n-K» rt—yjo 

où E +1 se définit dans C r * 1 par 1 équation ^ |zj 2 = 1 ; le générateur 

çr=*0 

ne Z m opère sur S 2,1+1 suivant la formule 

af 2 0 , ..., z„) = (e^'^zo, .... e 2 "'/"*,,) ; a» = 1 . 

L’espace quotient LJ -; 1 = S*" + VZ» s’appelle espace lenticulaire. 

D une façon générale, si le groupe G est discret, les groupes d’homo¬ 
topie ;sont triviaux pour i > 1 en vertu de la théorie des revêtements. 
3. C = I/O) = SO(2) = S 1 : 

B c --- lim S^+VS' = lim CP" = C’P“. 
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Ici la sphere S în+i est définie par l’équation £ [z ,, 12 = I. et l’action du 
cercle S 1 s’écrit *~° 


(e'^Zo.(?'>z n ). 

Puisque 7 t,( 5 l ) = 0 pour i # 1, il vient 

n i(GP t ) = Kj(B g ) = 0 pour / 7 S 2 , 
7T 2 (CP œ ) = Z 

(voir l’exemple 2 ci-dessus). 

4. G = SU( 2) = S/?(l) = S 3 : 

B a = lim S 4 " + 3 , S 3 = lim HP" = HP®. 

h-»oo n -¥ oc 


Dans ce cas la sphère S 4w+3 est réalisée dans l'espace des quaternions 
H /,+1 . L’action du groupe S 3 = S/;(I) s'écrit 

(Vo — ,q n )^(qqo . qq„h 

où q est le quaternion unité. C'est un fibré universel, car les groupes 
d’homotopie 7 r i (S 4 ' T+3 ) sont triviaux pour i < 4 n — 3. 

On peut aussi établir directement la classification des G-fibrés au-dessus 
de la sphère S n sans faire intervenir les fibrés universels. Supposons que G 
soit un groupe de Lie. Il suffit d'établir la classification des fibrés principaux: 
elle entraînera celle de tous les fibrés associés à fibres différentes. Décrirons 
d’abord les G-fibrés principaux au-dessus d’un disque. 

Lemme 3. Tout fibré principal au-dessus d'un disque D n est trivia 
si son groupe structural G est un groupe de Lie. 

Démonstration. Soit p : E-* D" un G-fibré principal. Munissons 
ce fibré de la G-connexion en faisant correspondre à tout chenun y allant 
du point A‘o au point x } une transformation de la fibre o 7 : /**, F Xl , 
F Xo = F Xl = G. Toutes les transformations q> y appartiennent au groupe 
structurai G (l'existence de la G-connexion pour le cas où G est un groupe 
de Lie sera démontrée dans le paragraphe suivant). 

Il existe un seul segment y x = [.y 0 a] qui joint le centre .\* 0 du disque D 
à un autre point quelconque .v de ce disque. Construisons une appli¬ 
cation <P : D" X F Xo -> E en posant 

<P(x, v) = 


_ i- a* îrttmHnit sur E les coordonnées de produit direct 

ë a compatibles avec l’action du groupe structural. Le lemme 

CSt l^nhère 5 " est la réunion de deux disques Dl et qui viennent 

se co a „p?,“Svfn, ré q u\,»r. 
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D n et D n de coordonnées d’un produit direct, nous obtenons une «struc¬ 
ture fibrée» présentant deux domaines de coordonnées U x — D_ et U 2 = 
tels que l / 12 = l/,n t/ 2 = S"" 1 . La fonction de recollement /. I2 , définie 
sur U X n = S"” 1 , est l'application 

T 12 : S "" 1 — G, 

2 12 (r, *) = (T 12 (*)y, x), x e U l2 , y e F. 

On a le 

Lemme 4. En substituant à la fonction de recollement T 12 : S n 1 G 
z/z/e fonction homotope , /a c/atfe d'équivalence du fibre est conservée. 
Démonstration. Réalisons l’homotopie comme 


F: S n ~ l X [- fi, fi] -> G. 


Construisons le fibré en donnant aux deux hémisphères (disques Dû et D n ) 
un prolongement fi respectivement au-dessus et au-dessous de lcquateur, 
de manière à obtenir D n 9 => Z)»L et D n t z> L'intersection des nouveaux 
disques DînD? est exactement le cylindre S " -1 x [—e, fi]. Faisons le 
recollement suivant 1 application F: on obtient un nouveau fibré qui est 
équivalent aux deux fibrés initiaux. Le lemme est démontré. 


Ainsi donc, le fibré se définit par un élément du groupe .(G ) Donnons 

les^aleunde ces groupes pour G = SO(k) et G - L\k) en prenant „ 


*i(t/(l)) = 7 r,(SO( 2 )) = 


*i(SO( 3)) = 


7r,(50(4)) = .1,(500)) + 7 r,(S s ) = 


7îi(SO(q))=: 


lo 

z 2 

0 

Z 


Z : 

0 


pour / > I : 
pour / = 1 . 
pour i = 2 , 
pour i = 3 ; 

pour / = 1 , 
pour / = 2 . 


Z - Z pour i = 3 ; 

Z 2 pour i=l, 

® pour i = 2 , 

pour / = 3 ; 


R,(t/ (f)) = jT i(5‘) -r -.(Stïç)), 
puisqu'on a topologiquement U(q) = S* x 5 C( 9 ); 

0 pour / = 1 , 


~ASL\q)). 


0 pour / = 2 , 
Z pour / = 3 . 


(<7 ^ 2 ) 


(<7 > 


I 


Nous a\ons déjà démontré quelques-unes de ces égalités; les autres seront 
laissées sans démonstration Cette liste permet de caractériser immédia¬ 
tement tout fibré au-dessus d une sphère S" de dimension n ^ 4. 

5. Fibrés sectoriels et opérations sur ces fibrés. Nous étudierons main¬ 
tenant plus en détail les fibres vectoriels , c’est-à-dire les fibrés dont la fibre 
est un espace vectoriel réel ou complexe, et le groupe structural, un sous- 
groupe du groupe linéaire, orthogonal ou unitaire. La structure fibrée 
p - b -* \l se définit pratiquement par les fonctions de recollement 
au-dessus des intersections — U 3 n U p% c'est-à-dire par des applications 
-> G telles que F 7 ’ — (F ,ïa ) 1 et T^T'^T *—] sur l'intersection 
= Gjfi üp n t (voir formules (2)). On peut donc effectuer sur ces 
libres toutes les opérations qui ont la propriété de conserver les relations 
indiquées. Tel est par exemple le cas d une représentation réelle ou com¬ 
plexe du groupe structural G; 

p : G -> GL(iu R), p: G -* GL(n , C) 

(elle peut aussi cire orthogonale ou unitaire), ou plus généralement de tout 
homomorphisme p:G-*G' permettant de substituer aux fonctions de 
recollement T a/] les fonctions de recollement p(T lft ). En le faisant, nous 
obtenons un nouveau fibré, que nous appellerons représentation p du fibre 
initial. Si ce dernier se note q, le nouveau fibré se notera p(q). 

Ln autre exemple: étant donnés deux fibrés q u q 2 de libres R" et R" 
respectivement, on fait leur somme directe q = q { © q 2 de groupe structural 
G, G., et de libre R"' " — R"' © R", ainsi que leur produit tensoriel 
q f/i ®z / 2 de fibre R" 1 " R m ®R" et de même groupe structural G'jXG*, 
conformément aux opérations effectuées sur les espaces linéaires (le cas 
complexe se traite d une façon analogue). 

D'une façon générale, à toute opération effectuée sur un espace linéaire 
(fibre) correspond naturellement une opération effectuée sur un fibré. 
Rappelons ces opérations: 

1 . Le déterminant det q d'un fibré réel (ou complexe) rj. C'est un fibre 
de dimension 1 (plus exactement un fibré de libre à une dimension) 
avec des transformations de transition det T 7h dans les domaines (J afi . 

2. Le fibré adjoint rç* des formes linéaires sur les fibres; le fibré conjugué 
complexe q (pour un fibré complexe q) avec des transformations de tran¬ 
sition F* J . 

3. La complexification c(q) d’un fibré réel q et la décomplexification 
r(q x ) d’un fibré complexe q x . On a dans ce cas cr(qi) = q x © q x et rc(q) 

= q © q par analogie aux espaces (vérifier !). 

4. Les degrés tensoriels q ® ... ® q d'un fibré q , ses degrés extérieur^ 
A k q (la partie alternée du degré tensoriel) et ses degrés symétriques S*/; 
(la partie symétrique du degré tensoriel). 
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Définition 6. Par section du fibré p: E -> M, on entend une appli¬ 
cation il/: M -> E telle que pi//(x) = x pour tout point xeM. Une section 
est donc une fonction (champ) ^(.v) sur M qui prend en * e M des valeurs 
dans la fibre F x au-dessus de x. Les sections d’un fibré trivial sont des 
fonctions ordinaires («scalaires») ou applications de la base dans la fibre. 

Soit t le fibré tangent à une variété M. Alors les sections de r sont 
des champs de vecteurs; les sections du fibré adjoint t* sont des champs 
de covecteurs; les tenseurs de type (< k , /) sont des sections de fibrés 


T*® . . . I 


indices 

supérieurs 


indices 

inférieurs 


Les formes différentielles sur la variété sont des sections du fibré A k z* 
Les tenseurs généraux de type (0, k) sont des sections du fibré t* ® ... <g> r* 
Les formes quadratiques sur les vecteurs, par exemple la métrique <?.. 
sont des sections du fibré Sh* (le carré symétrique). Si M est une variété 
a A. dimensions, il existe un fibré (déterminant) A"x* dont la trhialité 
équivaut a l’onentabilité (vérifier !). 16 

Parmi les fibrés de base analytique complexe, on distingue tout oarti 
cuherement la classe des fibrés analytique? complexes poS lesqueh les 

fp h S «k re ? 0 ement sont anal ytiques complexes. Tel est par^xemole 
e cas du fibre tangent a une variété complexe, ainsi que des résultats P Hp 
toutes les operations naturelles énumérées sur ce fibré n! * 1 de 

pareillement les fibrés algébriques a”dessusdes^ vaités liï ‘ t0Ut 
plexes. surtout projectives (ce Q es variétés algébriques com- 

dans CP"). L’espace CP" admet m fi S ° US ‘ vanetes compactes complexes 
c'est le fibré algébrique (complexe) de Hnnf ’ mportant a une dimension: 
haut (voir l'exemple 2) du pointée vue^onr,?^ n ° US , aVOns étudié p,us 
structure analytique) en association avpp i P 0g,que ( sans introduire la 

? <*r. o. E ; cLjztzïz noiïïr m =,- 51 

devons prendre le groupe C* c’est à hL il P d ! vue anal ytique, nous 
non nuis pour la multiplication comme nnTT des , nombres complexes 

a une dimension. On introduit le fibré n sur CP"T fibréS Com P lexes 

mtion de CP": n su conformement à la défi- 

. E= i( z o> •■■,*„)} 4 CP", 

ou — C" i\0 et la fibre F = C* 

un groupe a S bélie a i y pou U r eS la a .IktSonten' com P lex c forment 

d équivalence des 1-fibrés porter nom h! ' 6 (, ’ ensembIe des classes 
(plus exactement sa composante conTxe ^ ^ Ce ^upe 
désignons par t (M) ] e fibré taneem ( ^ CSt Un tore com Plexe. 

" ,n,p, " c m. Soi,, fc fibré de H„p“ £cr" compleM) à une varié,é 
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Exercices. 1. Montrer que t(CP")@ 1 = »/©...© >/, où 1 symbolise 

n + 1 

un fibré trivial (complexe) à une dimension. 

2. Démontrer les égalités (équivalences) 

A n r(CP n ) = det t(C P n ) = rf + 1 . 

Des exercices analogues mais plus faciles peuvent être proposés pour 
un fibré réel à une dimension rç R au-dessus de R P n de groupe Z 2 = 0(1) 
(bande de Mobius généralisée). 

3. Montrer que ç* = ç -1 pour tout fibré complexe à une dimension 

6 . Fonctions méromorphes. Une classe intéressante de «fibrés singuliers» 
est constituée par les familles de courbes de niveau des fonctions méro¬ 
morphes sur des variétés complexes compactes, par exemple des fonctions 
algébriques sur une variété algébrique projective M ci C P q . Une fonction 
méromorphe est, par définition, une application analytique complexe 
f:M-> CP 1 — C U oo. On dit en Théorie des fonctions que / admet des 
pôles sur f~ 1 ( oo). Dans un voisinage de coordonnées quelconque 
muni de coordonnées (z*, ..z£) (où n est la dimension complexe de M), 
la fonction w = f(z ) s’écrit sous la forme f(z\ , .. .,z£). On appelle fibres 
singulières les images réciproques f~Hf(z 0 )), où le point z 0 = (z^ 0 , . .., zj 0 ) 
est tel que df z=Zo =0. Les autres fibres F a = {/ = a} sont des sous-variétés 
non singulières de M. Soient z x , ..., z m tous les points singuliers et w 1 = 
= /(z 1 ), ..., w m =/(z TO ) les valeurs singulières de /. Le domaine U f du 
plan R 2 

U f = [S 2 = CP 1 = (C U oo)T\{w l9 .. . ? w m } 

admet un fibré différentiable de fibre F = F w =/- 1 (u’), où w e U f . Consi¬ 
dérons le groupe n^Uj) engendré par les chemins a l9 .(fig- 91): 
les générateurs a } définissent des applications d’une fibre non singulière 
(une monodromie) (p aj : F-» F. 

Consacrons-nous au cas des points 
singuliers z l9 ..., z m non dégénérés 
(points typiques), c’est-à-dire tels que 
df\ Zj — 0 et que la forme quadra¬ 
tique d 2 f [Zj est non dégénérée. Dans c 
ce cas la J structure topologique des 
fibres dans un voisinage restreint Uj ,,, 
d’un point Zj se définit par la partie 
quadratique de la fonction f—f(Zj)=Af. 

11 existe dans le voisinage de Zj Fig 91 

un système de coordonnées locales 

z }, .. , 9 Zj (qui peut avoir son origine en Zj) dans lesquelles la fonction 
Af s'écrit 

Af(z) = SGD 2 + OW) 

Q 
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(la forme rf 2 /se laissant réduire à une somme de carrés par un changement 
linéaire). En étudiant la structure topologique des fibres dans un voisinage 
suffisamment petit :■ < e, on peut négliger les termes 0(\z/ 3 ): 

4 f(z s ) * h ( z j) 2 = 4( z j)- 

a 

Pour abréger les notations, désignons les coordonnées zj par z q et 
discutons q(z), qui est une fonction quadratique pure. L’équation q(z) = 0 
définit une fibre singulière (un cône), tandis que les équations q — ô défi¬ 
nissent, pour des ô petits # 0 , des fibres non singulières rapprochées dans 
le r-voisinage du point initial Zj (on choisit S après e). L’équation q(z) ----- ô 
définit une quadrique 




Si ô est réel, la variété K ô se déforme en une sphère S%~ 1 = {£ ( X J )~ — s 
la sphère sf 1 dans A, devient^ ~0}, ôù V=’ défin ' SSant 

z9 e- irn = = .ï* + iyo, 

S (**) 2 = s = |<5 e iv . 

<7 

linéaires ^uTll^hèr^ol 7 e à leSpace des déments 

conque en s à $»-». 66 et T est un vecteur tangent quel- 

On a en somme un plongement 

sr 1 <= k s , 

quons que la sphïre"^ fibre singulière K a . Remar- 

<sedT e de Z = °- En faisant tendre S vSTtafik defi,,ltion à Un petit 
déformé» en la fibre singulière A 0 par l’app at ion ” SlngU,lère *• 


T ' v <s ^ 0 - 

Lette application envoie la snhère v»-i 

le°n U om H"'' a f bre p our cette raTson" P T C ° a Sphère «•’«"»- 

nom de cycle évanescent (ou évanoutsa^T^ ^ à ,a Sphère ^ 1 

0 < C ° nSld 5 rons la monodromie K -* k \ i P * SInguher en Question. 

^ v ^ autour de la fibre sina, v** ? ong c,u chemin y.((p) — Se i(p 
déforment pour 0 < Jl T S,ngU,lcre dans la base. Les fibres A 7 ’ 

«PpU'atm * = 2 '- »" «oit apparailr? une 
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Calculons ces applications de monodromie en prenant n = 2. Il s’agit 
d’une fonction quadratique pure: 

IV =f(z) = (z 1 ) 2 + (z*y = id -f »*, M = 2 i f V = Z 2 

La quadratique K s a pour équation u 1 -f r 2 = «5 = \ô l a sphère S l 9 
est un cercle Im 5 = 1m v = 0, où ù = ue~ lf/i , d = ve~‘ m . La fibre 
non singulière K à est le produit SJ x R 1 (un cylindre). 

Les applications le long du chemin d’origine ô réel, ô > 0 (ô = |<5I), 

K \>\ ^\!,\ e iipt 

peuvent être définies sous la forme 

u -► iœ i<p/2 , v -> ve*** m ( 3 ) 

En faisant varier <p entre 0 et 2n, on retrouve finalement l’application 
K W -K W : 

u -> ue i:z = — u , v -► ve* 71 = — v. (4) 

Nous cherchons à construire une famille d’applications le long du 
chemin K \&j -> qui se confondrait avec (3) dans un petit voisinage 

du cycle évanescent SI et serait une application «identique» en tout point 
situé en dehors d’un voisinage légèrement plus grand mais toujours restreint 
de S} c K ô . Le qualificatif «identique» veut dire ceci: les applications 
de dégénérescence (p: K 5 -> K 0 (voir plus haut) sont biunivoques en dehors 
du cycle évanescent Si et établissent le difféomorphisme canonique entre 
les variétés K ô \Sl pour <5 quelconque (mais petit). Toutes les applications 
le long du chemin K\ ô -> K\ ô \ e i(p doivent se confondre avec les difféo- 
morphismes canoniques entre les différentes variétés K ^\SJ en dehors d’un 
petit voisinage U ô => 5J, et avec (3), à l’intérieur d’un voisinage encore 
plus petit V ôi où K ô U ô z> V ô zd 5^. 

On a besoin d’une telle famille d’applications le long du chemin 
(«identique» en dehors d’un voisinage du cycle évanescent) pour pouvoir 
appliquer les résultats locaux concernant la quadrique au problème global 
de recherche des transformations de monodromie sur le groupe d’homologie 
H X (FJ = n x ] d’une fibre non singulière F — pour une 

application quelconque f.M—tCP 1 , où M est une variété compacte 
à deux dimensions. 

La fibre K 0 a pour équation ir + r 2 = 0 , ou u = ± iv. Il en découle 
que À^XO se compose de deux parties: 

À' 0 \0 = (S 1 X R + )j U (S 1 x R+) 2 . 

Introduisons des coordonnées sur chacune des deux parties: 


P > 0 , (p, 0 )i : u = pe i0 , 
p > 0 , (p, 0 ) 2 : u = pe i0 , 


v = iu 


(première partie), 

(5) 

(deuxième partie). 


r = — tu 
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Pour un <5 petit mais distinct de zéro, la différence K s \S% se présente de 
Ja même façon: 

A' à \Sj = (S 1 X R + )j U (-S 1 X R + ) 2 ; 

l'application de dégénérescence <p : -» K a induit un difféomorphisme 

(Ki\$) ~ (Ai\ 0 ) 

qui introduit les coordonnées (p , 0) x et (p, 0) 2 sur (K ô \St). Les courbes 
de niveau (pour p = const) sur K 6 se laissent définir comme les orbites 
de l’action du groupe: 

u -* u cos 6 -f- v sin 0 = ue~ w , 

v -y — u sin 0 + v cos 6 = ue w , ^ 


le cycle évanescent 53 se réduisant alors à la plus courte orbite sur la fibre K 
Sur la fibre J^, cette action se réduira àu-> ue~ i6 (l re partie) et u -> ue te 
p partie). La coordonnée p sur les deux parties de K t peut être assimilée 
a la distance entre le point (u, v) e K s et le cycle évanescent Si <= Kr 
angle 0 aura comme origine de lecture la section (Im u = 0 ) de la fibre K 
par un hyperplan à trois dimensions (sur les deux parties). Ainsi donc* 
chaque partie de K, se trouve munie de coordonnées ( 0 , p) avec p > 0 
(car pour p = 0 on a le cycle évanescent). P 



2 e e £ 2 e 

2 e partie t re partie 


Fig. 92. 

O eles seront identiques pour p > 2 e- 
2 elles seront de In forme ( 3 ) pour p <’*. 

3) la transformation finale de monodromie 

g: K\m —► Ki a, 

» - 2, » asto» *, fa p 'J lles Z hfome 


<’-W,P)^(P + 0( p ) >p)> 
veut dire que VonluraVT^^/pTe'l'/u hfigure 91 Cela 


ül-™ eo>1E homotou que des fimiB pitiamMu, 

courbe (p*, %*)) appartenant au cylindre s'enroule 
- 2fi < p. c 2e, où /= 

sur la deuxieme partie. y ei p — p 

Démonstration. Considérons les transformations ( 3 ) pour 
des ç faibles sur les deux parties de la surface K d . Les formule laissen 
voir que déjà pour un <p très peu différent missent 

de zéro, la coordonnée 0 commence à f 

changer dans les sens différents sur les s (fi) " 

deux parties: partie 

0 -> 0 + - 7 - sur la V e partie, 

2 r 9/2 -_ 


Fig. 93. 


0 —* 0 —— sur la 2 e partie. 

O 

Pour le voir, il suffit de confronter les _ ~ ^ - 

expressions (3) avec la restriction K ô -► K 0 

par laquelle on introduit la coordonnée 0 2 e partie 

qui croît dans les sens opposés sur la l re 

et sur la 2 e parties, alors que l’appoint - j - £ e 

d’angle (p /2 est positif sur les deux par- R 93 

ties. En recollant cette déformation à la lg ' 

déformation identique pour 2 e sur les deux parties, on fait la lecture 
de 9 depuis 0 sur la l rc partie et depuis 2n sur la 2 e partie, si bien que les 
angles viennent de nouveau se confondre pour cp = 2n. L’application 
K\ à \ K^ ei(p i 2 se définira pour 0 ^ (p ^ 27ü par la formule 

( 0 , p) -> (0 + e*(p), p ), 

où la courbe représentative de 0 ç (p) est celle de la figure 93. Cette appli¬ 
cation est continue sur la sphère SI (pour p = 0 ), car les coordonnées 0 , p 
introduites sur les deux parties indiquent les directions opposées de 1 angle 0 
sur la sphère a K ô . 

Le lemme est démontré. 

7. Formule de Picard-Lefschetz. Passons au problème global. On a une 
application analytique complexe/: M - CP 1 = S 1 , où M est une vanete 
complexe compacte à deux dimensions admettant des poin s singu liers 
non dégénérés z„ ..., z m e M auxquels correspondent les valeurs singulières 
wj = /(Zj). Prenons une fibre «typique» 

F = F w =/- 1 (»’) c M 

au-dessus d’un point non singulier w 6 S 2 et introduisons des chemins a, 
(voir fig. 91) et des «cycles évanescents» 

qj e H l (F v ) = ^î/frn ^îl 


fibres différentiables 


qu’on construit en transportant les cycles évanescents associés aux points 
singuliers r, sur la fibre au-dessus du point non singulier h- le long des 
chemins y/ des points Wj - <5 au point w avec un <5 petit. 

Théorème 3. Les applications <p aj le long des chemins a J = 
autour des valeurs singulières induisent dans le groupe d'homologie de I a 
fibre les homomorphismes (< 7 v)*: Lf } (F w ) -> H^FJ) de la forme 

(<pa)*{p) = P + (p°gj)t}j 

(formule de Picard-Lefschetz). Ici p est un cycle quelconque (élément du 
groupe HfFy))', q } sont les cycles évanescents des points singuliers 2 •; 
poqj est 1 indice d'intersection de ces cycles (de deux applications génériques 
quelconques d'un cercle dans F w qui représentent ces cycles). Les trans¬ 
formations (cpaj)* conservent l'indice d'intersection : 

Pl°P2 = [(Va^PlHiVa^PÀ 

pour des p l9 p 2 quelconques appartenant au groupe HfF^). 

Démonstration. Considérons dans la fibre F w dans un 
voisinage de w,., un cycle p qui coupe transversalement le cycle évanescent a . 
dans un voisinage d’un point singulier Sj e F w a , où la topologie est' 

ennarcniirant PaFt ' e q “ adrat ^ u f de tf 2 A « Af. En vertu du lemme 5. 

les classes (Thomologi^e 6 ^ ray0n " aUt0Ur de ^ 011 a P™ 

wa-isa, 

- P + (P°SI) (SU, 

£ «S'1 «tTlyit TJ'l POin ‘ S f= iransversale 

d. parcours. 

dans l’indice p»s\ Remarauonc <*n P , t donne de 1 intersection intervient 
tous les cycles enfeEd u Z™™'* En transportant 

de Picard-Lefschetz. n yj ' on obtient justement la formule 

II vï" r0ns mainK " am <"■•“>» P.‘to - WOp.P,) en parcourant a, 

<P*Pi = Pi + (Pi'qJqj, 

**P*~P i + {p lPqj ) q 
{Pl ~ (PsIiÜjHPt + (p 2 oqj)q.) = 

Cela es, ^ + 


Exercice. Déduire une formule analogue à celle de Picard-Lefschetz 
pour le cas de « > 2. Les cas de n pair et de n impair sont sensiblement 
différents; quelle est cette différence? 

Prenons un exemple. Soit M = CP 2 = (C 2 U CP) r ). Supposons que 
notre fonction soit un polynôme de degré n en z,,z 2 : 

z 2 );C 2 -C. 

Le fibré sur la surface de niveau P„(zj. z 2 ) = const se laisse prolonger, 
comme d’ordinaire, à la totalité de CP 2 (la base du fibré étant CP 1 ) en 
coordonnées homogènes (w„, m„ tu), avec r, = «,/«„, z 2 = u 2 /u„. 

Exercice. Chercher toutes les fibres singulières et les transformations 
de monodromie dans le cas hyperelliptique P,(z ly z 2 ) = z{ — Q„(z 2 ). Les 
fibres non singulières représentent ici des surfaces de genre g, où n= 2 g + 1 
ou n — 2g 4- 2 (voir § 2). On sait que dans le groupe fondamental d’une 
fibre non singulière (surface de genre g) les générateurs a„b„ ...,a gy bg 
vérifient la relation 

a \biU\ k 1 • • • a g b g ag b g 1 . 

Le groupe //, = 7 r,/[ 7 r,, tr,] est un réseau à 2g dimensions engendré par 
les vecteurs [a,].[M.[oj, [/>,) présentant les indices d’intersection 


k-MM 


k]°kl = kMkl = °- 


§ 25. Géométrie différentielle 
des fibrés différentiables 

1. Les G-connexions dans les fibrés principaux. Nous avons déjà com¬ 
mencé, dans la Première partie de ce livre (voir ^ ^ster à Ÿtude dls 
des connexions et de la courbure dans les fibres. Pour passer a I étudié des 

invariants topologiques des connexions et e a^co d - esDace euclidien 

’= fibré cesse dê.r. triviai e, la base n es, p™ ™S“s 

mais une variété), nous aurons besoin au y 
que nous développerons dans ce chapitre. 

Définition 1. ftr (o« 

d’espace E, de base M, de groupe struc ura P j a „ dimen- 

on entend une famille différentiable de direct ons « hor zoma ^ £ 

sions dans E qui est invariante par UO n S du transport parallèle 

Il sera montre par la suite que les . à G ce qui fait que la 

défini par la G-connexion appartiennent toutes à <j, c^q 

définition proposée est en accord avec a principal' est défini par 

Rappelons le théorème 1 du §24. tout n ]a P plus i simple de définjr 

1 action à gauche du groupe G sur • ^ consiste à introduire 

la connexion infinitésimale (voir lem c'est-à-dire une métrique 

sur E une métrique invariante a gauc i déplacement. Si une 

dans laquelle l’action à gauche ue G sur t 
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métrique pareille existe (voir à ce sujet le § 8 où l’on démontre son 
existence pour les groupes G compacts), les directions horizontales néces¬ 
saires pour la définition de la G-connexion sont constituées par des plans 
horizontaux à n dimensions orthogonaux aux fibres. 

Un autre procédé, fort utile pour la recherche de la courbure et pour 
d’autres applications de la connexion, consiste à définir le champ de direc¬ 
tions horizontales au moyen d’une équation du type de Pfaff, c'est-à-dire 
d'une famille de formes différentielles (ou une forme unique à valeurs 
vectorielles). 

Réalisons l’algèbre de Lie g du groupe G comme espace de champs 
de vecteurs tangents invariants à droite sur G, où le crochet des champs 
tient lieu de l'opération de Lie. 

Cherchons la 1-forme canonique <o 0 sur G à valeurs dans l’algèbre 
de Lie g. Comme valeur de ca 0 sur le vecteur tangent t dans un point 
je G, on adopte un élément de l’algèbre de Lie co 0 (y, r) = £ t , c’est-à-dire 
un champ de vecteurs invariant à droite, tel que ç t (j) = — t. La forme co„ 
se note brièvement — (dg)g~ 1 . 

Les propriétés de la forme co 0 sont les suivantes: 

a) co 0 (jr, t) 0 si t ^ 0 (cette propriété est évidente); 


b) dco 0 (y, Tj, x 2 )= — co 0 ([t!, t,]) 


[cOoCrj), o>o(t 2 )] (voir l’exercice 


dans le § 25 de la Première partie). Le groupe G , en opérant sur lui-même 
par des translations à gauche y i-*- gy (où y et g appartiennent tous les 
deux a G), transforme le champ invariant à droite £ en un champ invariant 
a droite >/ = g^, noté Ad(g)^. On a pour la forme co 0 

te*co»)(j„ t) = Ad(g)a> 0 (j 2 , f). 


où .'i g(ys) et t g*(r). En écriture matricielle des groupes et algèbres 
fJîLtransformation Adfe) se réduit à un automorphisme interne 
r , su f 1 algèbre de Lie; la notation co 0 = doit être 

interpretee littéralement en écriture matricielle. 

Définition 2. Par G-connexion infinitésimale sur un fibré principal 

dans PaÏÏLTf 6 stru ^ tu ^ al entend une forme ai dans Eh valeurs 
‘ n ë dC LlC 9 de qui P resente les deux propriétés suivantes: 
U e e est normée: la restriction de co à la fibre G est (o 0 = — (dg)g 1 : 
b) elle est invariante: l’action à gauche de G sur E vérifie l’égalité 

= Ad(g)cu = gœg- 1 . (1 j 

directions horizontal fç ^ uatl0n = ^ définit une famille G-invariante de 

£ ÏÏSÏ Z“ r * ‘liions kori^es G SZes. 

n reconstitue une forme co jouissant des propriétés 1) et 2) et telle aue 
la famille en question vérifie l'équation co = 0. 


Démonstration. Puisque la restriction de la forme w à la fihiv r 
est exactement co 0 1 équation a = 0 définit en tout point je E un In 
transversal a la fibre, a dimension de l’espace des zéros de © étan?égale 
à „ (la dimension de la base). Le fait que le champ de plans “ 0 
G-invanant resuite immédiatement de la propriété 2) de co dans la défi¬ 
nition 2. Réciproquement, soit une famille C-invariante de directions 
horizontales a n dimensions dans E. Cherchons une forme co qui repré¬ 
sente en tout point x e E une application linéaire de l’espace tangent T E 
(en x) dans l'algèbre de Lie g de G. Le groupe structural G opère sur 
les fibres par des translations à droite R g :y*+yg. La forme co 0 sur la 
fibre F — G est invariante par toute translation à droite en vertu de sa 
définition : 

RgO) 0 = (Ûq, 

Aussi la forme co 0 se définit-elle de façon invariante sur la fibre F x au- 
dessus d'un point quelconque xeM, F x =p~ 1 (x ) æ G (quelle que soit 
la carte locale choisie munie d’une structure de produit direct). La forme 
o) 0 est en tout point y de F x un isomorphisme de l’espace tangent à la 
fibre T y F dans l’algèbre de Lie q, 

m 0 : T y F-> q. 

La donnée d'une direction horizontale distinguée R" c: TyE définit la 
décomposition de T y E en une somme directe 

TyE = R; © TyF 

et la projection 


n: T y E 


Considérons la composée des applications 


Cette composée co 0 n est précisément co. Sa ^ol^rve^t ^projection n 
définition co 0 . Les translations à R „ est invariante à gauche), 

(parce que la famüle de directions honzontaks R* est définit par (1). 

tandis que l’action des g sur le domaine des valeurs eu» 

Le lemme est démontré. . - . . 

. • ; fieu à la G-connexion infinité- 

Lemme 2. Tout fibre principal donne Heu a 

simale au sens de la définition 2. Cfr ucture de fibré principal 

Démonstration. Supposons q . = ^ e t des diffeo- 

P - E -> M soit définie par des domaines U U . ’ ^ ^ 

morphismes </>„: G xl), ->p~ l (U„) (voir dé “ ^ qu ’jl existe sur M une 
choisir, s’il le faut, un recouvrement pl P Qrs de ^ et £ ^.(j) = 1 

partition de l’unité {i j/ a } avec - * 
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en tout point y € M (voir § 7). Munissons le produit direct G X (/, « p~ (G,) 
d une connexion arbitraire «. (par exemp e en sorte que les directions 
horizontales soient tangentes à . <P.fc X U a ) pour tout yeC). Pour 
étendre la G-connexion à la totalité de E, il suffit de poser 

o) = S P*('l'a)‘»r 

a 

Ici les fonctions p*(*h(x)) s'écrivent i(p(x)), ce qui veut dire qu'elles sont 
relevées de la base M. Aussi p*ÿ a = 0 en dehors de p~ l {U a ). et la forme 
se prolonge sur E tout entière comme une forme identiquement 
nulle en dehors de p-\U^. La restriction de cette forme à une fibre est 
/rt/f„(x)<u 0 , car les fonctions p*ÿ a {x) restent constantes partout sur les 
fibres (elles sont G-invariantes). La propriété 2) énoncée par la définition 2 
est également évidente. 

Le lemme est démontré. 

Exercice. Montrer que l'ensemble des connexions dans le fibré est 
linéaire connexe. 

<p 

La connexion dans le fibré principal trivial d'espace E a =p~\UJ a? F < 

X U. (F = G) peut être définie localement (au-dessus du domaine ü\ 
aux coordonnées xJ, comme une 1-forme A dans la base U x 

à valeurs dans l'algèbre de Lie g du groupe G. La correspondance entre 
la forme A = A u dx* et la forme col*; dans les coordonnées y = (g. x) 
définies par l application cp a est 

œ = co 0 + gA^g-'dx», (2) 

où co 0 est la forme canonique sur G à valeurs dans g. 

Dans le langage des invariants, cela revient à dire que la structure de 
produit direct introduite sur E se réduit à un couple d’applications 
(«coordonnées») : 

U a l F a 4 G = F. 

Les «coordonnées» d’un point y e E x représentent le couple (pCv), ^00)* 
La formule (2) devient donc 

= <7*(cü 0 ) + q-Ky)A„(p(y))dxïq(y). 

Toute section du fibré E x au-dessus du domaine U x , 


U a -+E„ p\j/ = 1, 

introduit des coordonnées de produit direct sur le fibré principal E a : les points 
du type i//(x) sont assimilés aux éléments «unité» des groupes (fibres) G. 
Ceci étant, l’application q: E x —► G se définit par la formule 

q(y) = ge G, g\p(x) = y. 


GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE D ES FIBRES 


Deux sections différentes i/i, introduisent alors sur £ des eonri • 
différentes du produit direct, la différence dans chaqS , 
fumant par une transformât,on de C: .*,(») - «(,)«.,). Dans i e ", 
direct, la section se définit par des points *(.,) _ (|,,). Dans nn P 
tion U a , de deux domaines U l„, on a la transformation de sections 
j, _ x\, 2 opérée par des translations à gauche définies par l'application 
Jx): U af - G- Dans le domaine £„ = p~\U a n V,), la forme co se laisse 
transcrire de deux façons differentes: 

gi = = ?f(û> 0 ) + qxApqr'dx*, 

gi = qo(x), co = q?( cü 0 ) + qiAfqï'dx", 

la différence entre f/ x : E xfi -* G et q 2 : E xP -> G étant égale à la transformation 
ç. u -+ G (les q t sont définies par les sections Puisque ces deux expres¬ 
sions de la forme co se confondent, la loi de transformation des coefficients A ft 
(la « transformation de jauge», voir Première partie, §41) s’écrit 

A'»(x) = g(x)A^g-H.x) - ^ g-'(.v). (3) 

M ex 11 

Cette expression définit le «recollement des connexions»; dans le cas ou 
l'on peut faire A™ == 0 par un choix approprié de 1 autre section, elle 

devient 


<’(x) 


■g _ 1 W- 


Il s'agit alors de deux connexions «triviales». 

THÉORÈME 1 Ea G-connexion définie par ,a f° r J > ^ es °} e j ong de toute 
principal p : E -* M définit un transport pata engendré par une 

courbe différentiable par morceaux y dans la base M. eng 

translation à droite sur G. - t ^équation x = x(t), 

Démonstration. Supposons q_ / dont i’ or j g ine est un 
a «ï t < b. Cherchons son relèvement y de cons idérer le cas ou 

point donné g„ de la fibre G = p (-W' domaine de coordonnées L, 

la courbe y est contenue tout entière an , f e ra intervenir ^ es traI \ s * 

tel que p~ *(Cf a ) ~ G y. V, (dans le eus g»e»l. ^ r< , on „ées local* *■ 
formations de recollement X xP )- Defini (g(t),x(t)), ou %(*) es 

produit direct (g, x), le relèvement y horizontal (plus exactei 

fonction inconnue a priori. Puisque y , nta l), il vient 
c’est le vecteur tangent (g(0, Â(0) qu* est honZ ° n /’ 0 . 

co(g(t), m = - g(t)g (0 + * dans ralgèbrc de Lie 0, 

En désignant par B(t) une f °" ct ‘°^ a uation différentielle l |ncdirL 
avec B(t) = x"(t)A n (x(t)), on obtient eq 

g-^ = 0 
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nui définit la fonction cherchée g(t). Soumise à la condition initiale *(„) - 
T Jg G cette équation admet une solution et une seule pour tout t e [a. b}. 
11 existe donc bien un transport parallèle pour t quelconque. 

Montrons maintenant qu’il est engendré par une translation à droite 

sur le groupe. 


Lemme. Soumise à ta condition initiale g(a) — go e G, l'equation 
g _ g B = 0 pour B(t) e g admet une solution du type g(t ) — gnj(t), dans 
laquelle fit) est une fonction qui prend ses valeurs dans G. 

Démonstration. Le lemme est immédiat si B est indépendant 
de t: B(t) = const e g. En effet, l’équation g = gB admet alors une 
solution du type g(f) = g 0 exp [(t — d)B], où exp [(t — a)B] e G est 1 expo¬ 
nentielle d'un vecteur de g. 

Au cas où B(t) n’est pas une fonction constante, divisons le segment [ a , /] 
en N parties de faible longueur, telles que a = f 0 < *i < • • • < t N = t. 
On a alors à o(ti — î t - 1 ) près 


g(h) = g 0 + *o(fi - WJ = ex PK'i - to)B(t 0 )l 


g(t N ) = g(t N - 1 ) exp[(r N - tjy_ ±)B(tfl _i)]. 


11 en résulte que g(t) = g Q f(t), où 



lim exp[(f iV — ï n - 0 ^n- 
'uJ - 0 


i)] ... exp[(/i — r 0 )5(/ 0 )]. 


Chaque facteur appartenant à G, le produit appartient à G lui aussi. Le 
lemme est démontré, ce qui achève la démonstration du théorème. 


Corollaire. Les G-connexions vérifient le lemme 2 du § 24 (sauf 
que F n'est pas supposée compacte). 

11 existe pour toute G-connexion le groupe d'holonomie: c'est l’image 
par l’homomorphisme qui fait correspondre aux lacets de £ 2 (x 0 , M) des 
transformations de la fibre. Ce groupe est constitué par les (ou des) trans¬ 
lations à droite du groupe G. 


2. Exemples de G-connexions dans les fibres associés. Discutons main¬ 
tenant, dans le langage des invariants, les connexions caractérisant les 
fibrés associés. Supposons que G opère comme un groupe de transforma¬ 
tions sur la variété (fibre) F. Soit ensuite p F : E F -► M un fibré associé 
au fibré principal /?:£-* M dont la forme de connexion est co. La forme 
de connexion associée introduite sur E F prendra ses valeurs dans un 
espace vectoriel tangent à F. Dans ce cas chaque élément g de G définira 
une transformation de la fibre g: F -► F, si bien que les éléments de l’algèbre 
de Lie g du groupe définiront des champs de vecteurs sur F, ou des opé¬ 
rateurs différentiels (la dérivation se faisant suivant une direction) sur 
des fonctions scalaires. 
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Soient un point y e F et un vecteur tangent t en ce point. Définissons 
la forme <o° F sur F, posantsa valeur» f0», t( sur t égale à t. La restriction 
de la forme cherchee a chac l ue fibre F do >t être égale à <. Il s’ensuit 

dans chaque domaine Pf 1 (t/ a[ ) ~ Fxb, aux coordonnées du produit 
direct, la forme a> P doit s’écrire 

o) F = co°f + Af^y, x)dxï, x = p(y). ( 4 ) 

M us prendrons comme A,fy, x) un certain vecteur tangent à la fibre en 
N °r F l'élément de l’algèbre de Lie 9 qui se confond avec AJix) définit 
y 6 havrin de vecteurs Ç sur la fibre F; on retient la valeur prise par ç 
en y e F, ou vecteur tangent à la fibre 

A„(y, x) = ç(y), p(y) = x. 

. c formes clx» s’annulant par définition sur tout vecteur x tangent à la 
^,e ï «irtcâon de la forme », à la fibre F est égal, à «V 
® ta ï Vnuslion <o„= 0 définit les «directions horizontales» B", pour les points 
L F q da n S le fibré associé. La formule (4) définit cü f de façon invariante. 
xe F est un espace vectoriel R"' et le groupe G opère de façon 
«lire, oS peut assimiler les éléments 5 de Palgèbre de te» des champs 

de vecteurs linéaires (ou ““'''“"'“//JL:). “ ctamp est égal à 
des coordonnées dans la fibre R • 

V = aW- 

En notation matricielle, le champ d4„(x) sécrlt 

, „ / j / wi — n < (x\ une matrice dans R • 

A &> - (A ’ iX)h ' " . : , fib[e R. la connexion se définit 

Ainsi donc, dans le fibre v “ l “jA nc i de x et de fi: 

(localement) par une matrice q P ^ ^ ^ 

ou par une forme à valeurs matricielles ^^ ' variété M (de ^ bre 

Si le fibré lui-même est le partie, §41) 

on peut faire intervenir la torsion ( Af) 

. T i (un tenseur dans 

oU — a ni — T “> }>l t oara llèle de la fibre F 

• T f . = 0. Le transport par. de ce type, 
et la symétrie de la connexion si T g pou r des con , es . .., *î) 

le long d’un chemin y (0 dans.a . les coordonnées^.^ covan ante 

une transformation linéaire. U opérateurs de 

d’un domaine U. ■= M, on définit les op 

des sections du fibré vectoriel ( 5 ) 

dfOçl + aj.ix)^ 

- dx r 
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et de la dérivée suivant la direction ô = (5 1 , .. Ô n ) dans la base: V 4 = 
_ Les opérateurs V ( i et Vv n étant pas permutables, il existe une 

courbure = [V** Vj- 

Etant donnée une courbe différentiable y(/)> 0 ^ ^ 1, l’opérateur 

linéaire de transport parallèle de la fibre le long de y(t) du point y( 0 ) au 
point y(l) s'écrit au moyen de l’«exponentielle chronologique»: 


Vvto* 


Ici ...] est le «produit chronologique» de deux ou plusieurs 

opérateurs non permutables qui dépendent du temps: 

7WfM*(0] = AjLtWn pour t > t', 

(7) 

T[Ai(t)Ai(0} = AJflA-Sf) Pour t < t'. 

Si la courbe y(t) est divisée en intervalles de faible longueur par des 
points 0 = t 0 < t 1 < ... < t N = 1, la fonction opératorielle A{t) 
devient par définition 


î 

IM ~ !” 


lim r{exp[(f,— / 0 )^(f„)]x 


X exp [(/ 2 — r,)y4(/i)] • • • exp[(f N — t N _ 1 )A(t N _ l )]}. ( 8 ) 

En posant A(t) = V- (1) pour la courbe différentiable y(t), on obtient 
l’opérateur de transport parallèle le long de cette courbe. 

Exercices. 1 . Démontrer la formule de développement en série de la 
fonction continue A(l): 


T exp J \A(t)dt l = 


= 1 + \A(t)dt + 


, T{A{t')A{t"))dt' tli” + 


+ ^ l T ( A (h) ■ ■ ■ A(l n ))dl 1 ...dt n + .. 
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/ 

2. Montrer que l'expression rexp^.y, _ vélifc 

n 


UD 

— = M( 0 , B(t)) 
dt 

et que le vecteur iftf) = B(t)i j 0 vérifie l’équation 

— A (0>1(0- 
dt 

Rappelons que le transport parallèle a été défini 


ou ^ x^OWO) = 0 - où y(t) = (.ï'( 0 . • • O" a dans 

dt 

ce cas A)(t) = a^(t) x^t); l’opérateur V- (r) s'écrit — + cf h (t)xHt). 

Puisque, à l’instant donné, aj (1 (/ n ) x"(to) est une constante qui commute 

à , la quantité 
dt 


v . (>) tK0 = °, 


B(t) = T exp | V x4(t) dx 


s’écrira également sous la forme 


B(t) = T ex p 




En effet. 


i h 7, +a ) 


fit) = e“f(t + h). 


où le terme ± de exp désigne simplement un ^.utif 

L’exemple le plus élémentaire est donne J>' ^ tr j v * a | e On a alors 
«(I) - SO(2) -G- S' d'algèbre de L,e » #s>( 2>) E „ 

co 0 = — î— ciq> 9 où (p est la coordonnée 

2n A -ij x » S e confondent avec 

expression locale, les formes gA fI g a - 

0)-<0. + gd,s ‘d»' 2s 
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La transformation de jauge est une simple transformation de gradient: 


MI z~' = A, + -fL 
r W« CX fl 


La forme de connexion est une simple forme scalaire oj invariante par 
l’action de G sur E : 

g*iû = co = Ad(g)û) = gcog -1 . (16) 


L’équation a> = 0 définissant la connexion est simplement une équation 
de Pfaff qui définit parmi les hyperplans tangents à E ceux qui sont trans¬ 
versaux aux fibres. 

Quand G = 1/(1), l'opérateur de dérivation covariante des champs 
de scalaires complexes (c’est-à-dire des sections de fibrés à une dimension 
de fibre C l ) s'écrit sous la forme 

V, = ^ iA„(x) (17) 

r 3_ il 


(voir Première partie, §41), où Â tl (x) est un scalaire réel. Le crochet 
des opérateurs V M et V v porte le nom de « courbure ». 


3. Courbure. Soit un fibré complexe à une dimension de fibre C 1 ; 
supposons quil soit analytique complexe et admette comme groupe struc¬ 
tural G = C*, et comme base, une variété complexe M à n dimensions 
constituée par des domaines U a munis de coordonnées locales ( z \, ..., z") 
complexes. La structure fibrée est définie par les fonctions de recollement 
dans les domaines U xP = U a n U p , 

...,z ;)*0 (18) 


à valeurs dans G = C*; les fonctions T ap sont analytiques. Considérons 
le logarithme (peut-être non univoque) 

a xP = ln r^(z\ • •z")(+ 2nim). (19) 

Supposant les domaines U afi simplement connexes (n x (U afi ) = 0 ), on peut 
s’établir sur une branche univoque du logarithme: 


a aP = ln T aP (z). 

On a dans l'intersection de trois domaines U aPy = U a n U p fl U y 

T *i> T hTy* = L ou a af a ty -b a ya = 2nin ttfy , ( 20 ) 

°ù n a(i ,< est un entier. On comprend facilement que, pour définir cette dernière 
quantité, il n’est pas nécessaire que les fonctions T aP (z ) soient analytiques. 
Nous montrerons plus tard la construction de l’invariant topologique du 
fibré à 1 aide d une famille {n où chaque ccfiy est un triplet à intersec- 
tion U aPt non vide (cette famille s’appelle cochaîne). Si la dimension com¬ 
plexe de la base M est égale à 1, l’invariant topologique en question est 


uns fibres 


. de la façon suivante. Faisons une suite U* U a» a 
Apposons que ces domaines soient disjoints quatre! quatre (ü7u 
et r n TI = 0). Considérons la somme v ai * 


Yl n ap r 


Exercice. Montrer que le résidu mod 2 de n est indépendant du choix 
de la structure fibrée (c'est-à-dire qu'il s’agit d’une «grandeur topologique»). 
Chercher ce résidu pour le fibré de Hopf ij au-dessus de CP 1 et pour ses 

dCg Revenons maintenant aux fibrés analytiques complexes de groupe 
structural C* = S 1 X R + ; l’algèbre de Lie de ce groupe est commutative 
t se confond avec C 1 . Le groupe G = C* admet une coordonnée complexe 
C Uvl > 0, et une forme à valeurs complexes co 0 = c/lnw. Dans un fibré 
analytique la forme de connexion s’écrit (localement, dans un domaine G*) 

comme suit: w = ^ + A w dz» + B<?> dz* . (22) 

Demandons que la forme de connexion soit définie localement par l'égalité 

(û = (Do + d% = <o 0 + -j^dz i , (23) 

où/ a sont des fonctions numériques; on a donc 

«*>-01 W -%- C4) 

Pour chaque intersection U., il doit y avoir une transformation de ratai 
(voir formule (15)) <£> 

où d' + d" est la différentielle totale d - d , • umvoques . Nous 

sont simplement connexes, les ln T* (z) so sant q Ue ce soit possible) 

posons L = ln T aP = a aP et choisissons (en qu 'on a 

des fonctions/ Œ (en général non analytique )• forme q ^ se defini 
puisque les fonctions y aP sont analytique • 

donc de façon univoque sur M tout en (26) 

frf.-*™*™*™? 

car f = d"' = (, 1■ + d"f = o et d'd" maioa considérée. 

La forme Q est appelée courbui e s [ e cas 

va — dz, a " z « • 

Il vient donc localement « - jj fcffi 
bidimensionnel (« = 1) la forme de courbure sur . (27) 



fibres différe ntiables 


P') 

. . ..... _ 0 _= A est une expression reellc et 

Remarquons maintenant q 

. r- _ 2i dx a dv Pour cette raison les parties réelle et imagi- 
Tre de tfsônt toutes ies deux bien définies pour » = 1 et sont fermées. 
S plus tard que Re Q = rfW « <<>“ 


Remarquons encore que si les fonctions /* sont analytiques, il vient 

Etant donné un fibré de base réelle M, de groupe structural S 1 = U( 1) 
et de fibre C 1 , la structure fibrée est définie par les fonctions de recollement 
T ap (x) = dans le domaine U jP . La connexion dans le domaine 

est définie par la 1 -forme co 2 , la différence des formes dans l'intersection 
des domaines UU p étant 

<o a — œ fi = dq aP (x), 

où q^x) est une fonction numérique. La fonction q afi (x) se réduit prati¬ 
quement à ln T jP (x) = i<p a p(x). 

La courbure fil est donnée par la formule 

2niQ = dœ^ (dans le domaine U a ). 

Il est évident qu on a dans le domaine U^ 

dœ a — do)p = ddq a p = 0. 


Ainsi donc, la forme Q se trouve bien définie sur la base M tout entière. 

Pour les fibrés de groupe S 1 , la forme de courbure Q se définit de façon 
invariante. Soit une forme de connexion co sur l'espace E du fibré p: E -> M . 

Définition 3. p*Q = —— dœ. 

2ni 

Pour s'assurer que cette définition est correcte et équivalente à la précé¬ 
dente, il suffit de remarquer qu’on a localement (dans un domaine //*) 


(o = co 0 -f p*co 3 , 

où co 0 =- dcp. La forme dœ s'écrit 

2n 

dœ = dp*œ a — p*(2niQ), (28) 

où 27 zi est un simple facteur de normalisation. 

Proposons-nous maintenant de rechercher et d’étudier la courbure 
dans les fibrés réels et complexes généraux. 

En présence d’une connexion, l’espace tangent T y E en y e E admet 
la décomposition TyE — T y E © RJ, où RJ est la direction horizontale de 
la connexion. Il y a une projection //engendrée par la connexion: 

H T y E - RJ, H(T y F) = 0. 
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Définition 4. Soient x u des vecteurs quelconques sur £, 

rr{- \ H(Tn) leurs images dans RJ. On appelle partie horizontale 
et n\yin * * *’ v Y c 
de la 9 -forme œ la forme 


HcaiXi, ..., t ? ) = g )(// t „ .... Hr q ). (29) 

r tte définition laisse voir que si un vecteur r, est tangent à la fibre («verti- 
rL on a Hœft x , ..., t„) = 0. En particulier, la restriction des formes 
du type Ho) q à la fibre est égale à zéro. 


Définition 5. Par forme de courbure dans l'espace E d un fibré, on 

entend la quantité Q ^ Hdatt (30) 

où (O est la forme de connexion. 


THÉORÈME 2. On a /’«équation de structure» 

dœ + [«, m] = H dœ = fî £ . ^ 

Pour les transformations engendrées sur C par des éléments du groupe G. 
oit a l'égalité g . a ^ Mts a e = gQ t r>. < 32 > 

Remarque. Les formes c» et O, P r “ n “ l 
de Lie g munie de 1 operation du c , algèbre quelconque munie 
les formes qui prennent leurs v * 5“ rs définit l'opération de multiplication 
d'une loi de multiplication bjlinea re J J, cr0 chet des formes à valeurs 
des formes (représentée en 1 
dans l’algèbre de Lie) d apres la formule 

a(p,<?)K» • • •’ T r+^ = r v„ ft . r,)], (33) 

= £ sgn ff[co p (T„ • • • V* «W»» ' J ' n ' 

a 

où «r est une permutation d indices 

n 2...P p + i.-P-^, 

ff= U h - 

a* (n -i- a) éléments p a p* 

et ot(p, q) le nombre des c 0 ™ b ^J°" S cr0C het devient 
Pour les 1 -formes (p = d - L > 


Si Wj = œ- 2 = ü), H vient 
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Démonstration du théorème. Nous allons vérifier que 
le théorème a lieu dans le domaine de validité d'un système de coordonnées 
locales £, = p~\UX où la forme de connexion s’écrit 

eu = <w„ + gA H (x c )g- l dx* = û>o + gAg~ ’> (36) 


où A = A u d.x“. cu 0 = ~(dg)g~ 1 . Afin de simplifier les calculs, choisissons 
une structure de produit direct G X U a dans p ~*((/.) et une base (d ) 

dans l'espace langent à M, avec d„ =-. Pour l’opérateur H, on a 

ô.x* 


dans un point (l,.ï)eC X U a : Hô^ — — A„, He = 0, où e est un vec¬ 

teur tangent à la fibre. Ici A „ est un élément de l'algèbre de Lie g assimilé 
à un vecteur tangent à G en 1. Pour la forme t » 0 on a, en vertu de sa 
définition même, û) 0 (.= A r II vient ensuite Hdx** = dx^, /îû> 0 (d M ) = 
= co 0 (flc\) = — ««(/IJ = —A v . On a donc HA = A, Hœ 0 = A = A u dx t ‘ 
(en (1,a)); 


dieu» = — d(dgg - 1 ) = dgg-'dgg- 1 = [co 0 , cu 0 ]; 


do — do 0 + (dgg 1 )(gAg 1 ) — (gAg X X dgg *) + g(dA)g~ 1 = 


= «ol — [®o> g~*Ag] + [g-'Ag, Û) 0 ] -(- g(dA)g~ 1 . 
D'où, pour g = 1 , on a 

H dœ = [Ho„, Ho„] - [Ho », HA] + [HA, i7co«] + H(dA) = 


= [A, A] + dA. (37) 

? ’’ revient à elle-même en raison de son invariance. 

Ad (g)Hdo (les operateurs H et d conservent cette propriété). 
U vient definitivement pour g quelconque 

H do = Q e = g (dA + [A, A])g~\ (38) 

La forme do s'écrit donc 

do = Q e - g-i[ A , A\g - [o 0 , co 0 ] - 2 [û) 0 , g-^Ag] = Q e ~ [eu, eu]. 

Le théorème est démontré. 

fr,rm^ C o leinen t t ’- danS J Un voisina S e de coordonnées U. de la base M la 
forme Ü L peut etre «descendue» dans la base: ’ 

Q = DA = dA - [A, A] = Q^dx' 1 a dx T = 

( dA * , dA u r \ 

+ lA »’ A ' ] ) dx, ‘ AdxV - < 39 > 

deQ “ M des crocheis: 
.. VJ. En Tarant un, transformation de jauge g(x), on obtient 

D -* g(ig~\ ( 40 ) 
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calcule dÜ E et H dü E c 
«identités de Bianchi» 


dü E — 2 [tu, & £ ], 


H dü E = 0 


(vérifier comme précédemment). Un calcul très simple montre qu’on 
a pour les formes Q dans les domaines U x de la base M 

DQ = dQ + [A, O] = 0. (41) 

(Vérifier !) 

4. Classes caractéristiques. Constructions. Pour les fibrés complexes 
à une dimension de groupe structural commutatif G = S 1 ou C*, les 
identités de Bianchi impliquent que la forme de courbure Q est fermée, 
car [A, fl] = 0. On a en outre gflg _1 = fl, si bien que fl est une forme 
fermée bien définie sur la base M. Dans l'espace E la forme p*Q = fl £ 
est exacte, Q E = d(ü. Dans la base M la forme fl peut ne pas être exacte 
(nous le verrons un peu plus tard). 

Remplaçons la connexion tu par une connexion différente tu. le fibré 
p: E -* M restant le même. 

Lemme 3. La différence des formes de courbure Q et Q répondant 
aux deux connexions différentes o et ô pour le meme fibré de groupe 
G = S 1 est une forme exacte, 

fl — fl = du. 


Démonstration. On a par définition p*i 2 Qe do et 

p*Q = Q e = dcô. La différence tu — o dans un domaine * s ecri 

tu — ai = (tu 0 + A„dx>‘) - O» 0 + Â„dx u ) = (A, - Afidx>‘. 

T , . >' m o — Q = du Le lemme est 

La forme œ — œ s'écrit donc pu, et ® s 

démontré. 

Soit dans la base M un fermé orienté à deux dimensions P a M. 
Ce lemme précédent donne lieu à un 


Corollaire. Les intégrales 


H 

~ D 


q se confondent; il s'ensuit que 


Choix de la connexion dans le fibré 


fa Quantité V(2 ne dépend pus du 
P’.E~* M et reprise,,,, « « <„,e «ne V**" 
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Démonstration. On a ^ (Q — Q) = ^du = = 0, car p 

P I* OP 

est sans bord. 

Considérons à présent un groupe G arbitraire (sous forme matricielle), 
ainsi que des formes locales de la courbure Q dans un domaine U a muni 
de coordonnées Une transformation de jauge nous donne 

& -> g(x)Qg(x)-\ 

Considérons la forme scalaire Tr Q. On a de toute évidence 

TrQ = Tr (gQg- 1 ), 

d'où il découle que la forme scalaire Trf2 est partout définie de façon 
invariante sur XI. 

De l'identité de Bianchi (41) on déduit 


dQ= - [A, Q]; 

il en résulte que la forme Tr Q est fermée, 

dTr Q = Tr(dQ) = - Tr [A, Q\ = 0, 

car la trace du crochet de deux matrices est toujours nulle. En passant de 
la connexion a> à une autre connexion, œ, on obtient 


d(vj — cj) = doj — dco — Q e — Q e — [eu, eu] — [eu, eu]. 


En passant aux traces Treu, Tr eu, Tr Q E , TtQ e et en faisant intervenir 

I égalité Tr [eu, eu] = 0, on obtient 

d (Tr eu - Tr êü) = Tr Q E - Tr Q E = p *(Tr Q — Tr Q). 

On a localement Tr eu = Tr eo 0 + Tr p*(A), Tr êü = Tr eu 0 + Tr p*(Â). Il 
vient définitivement 

Tr Q — Tr Q — du (dans la base M). 

II en découle que toute intégrale de Tr Q par rapport aux sous-variétés 
à deux dimensions de M est une «grandeur topologique» (c’est-à-dire 
qu elle ne dépend pas du choix de la connexion du fibré). 

Assimilons maintenant la forme Q localement, dans un domaine U a 
de la base, à une 2 -forme différentielle à valeurs matricielles 

Q — Q (IV dx* a dx v = (qj) tiV dx* a dx v , (42) 

et la connexion, à une 1 -forme à valeurs matricielles 

A — A fl dx* (aft^dx 1 *. 


(43) 
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Les deux formes envisagées vérifient l’égalité 

__ SA M SA V 

" v dx' ~dx^ + [A -’ A ' 1 


(44) 


Nous avons déjà étudié le produit de deux formes, où la multiplication 
était remplacée par le crochet. Ici nous considérons le produit de formes 
à valeurs matricielles en conservant la multiplication matricielle ordinaire 
des coefficients (voir (33)): 

a(p, t/X^p A • • • » t p+<j) = 

= Yl S 8 n f, • • • T;>,(T;, . . . T,,), (45) 


où a=( ^ P P P "I" est une permutation, n(p, q)=— • 

\/l . . • îp jl jq J _ 


(46) 


\'i . . ■ ip Ji • • • Jq / . „ . 

L’algèbre des formes sera associative sans etre anticommutative. 

Cherchons les «classes caractéristiques»: 

= Tr (fi a ... a fi) = Tr fl'. 

La forme c, est bien définie partout sur M, car une transformation de jauge 
nous donne 

o-.«Os- 1 , O'-Itfr’. Trff-ft— 

La forme c, = Tr Û’ est fermée en vertu des identne, d. Blanchi. 

rfTrC-TrrfS'- 

par une autre connexion, (o, la varia (Vérifier !) 

. * _ v (- IV Tr (fi' _1 A " A) ‘ h 

*’ ° U P Ui y?i . m fermé orienté F à 2/ 

résulte que toute intégrale ^ P nse sulvJn 

imensions de M est une grandeur top ^j^) cnc ore une forme, A. 

Introduisons pour le groupe C 
e gré 2n sur la base M: q. , 

m.- %. . 


exacte du 
tl en 


I 1 <»1 

i a <U 
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Ici <t=^‘ 2 2 ”j est une permutation, /?(«) un coefficient de nor¬ 

malisation qui sera choisi plus tard et *[£». .,£” ) ) «ne forme 
multilinéaire de n matrices alternées L (1) = (/,-}’), ■ ■ L ' — (l }/) qui se 
construit comme suit. Si l tk) = Iffdu 1 a du 1 sont des formes de degré 2 
dans l'espace R 2 " muni de coordonnées (iq, ..., m 2 „), alors 

/<»> a ... a l (n) = *IL (1 \ • • • > L(n) l du i a ... a duo n 
(c'est un analogue du pfqffieri). 

Si n = 1, alors x(L) est un simple isomorphisme entre l’algèbre de Lie 
du groupe SC>(2) et la droite R 1 ; la forme Xi pour G = SO(2) a déjà été 
introduite plus haut (G = S 1 = t/(l) = SO( 2)). Pour n = 2 on a 


P(2)X2 =—e ,lW *C(T/ 1 , T,,) A G(t,,, T/,). 

4! 


(48) 


Exercices. 1. Montrer que est une forme fermée sur la base d'un 
fibré de groupe structural G = SO(2ri). Si la base M est une variété rieman- 
nienne de dimension 2 n munie d’une métrique g tj et le fibré est tangent, 
alors : 

(n = 1) 7.1 = Rd<r = Püfgdu Adv, g = det (g tJ ); 

(cas général) j 3(n)x„ = a ... a , 


(49) 


où Qjj = Yi Rijkidx* a dx l . La forme c, est triviale pour tous les groupes 

k < l 

SO(n) et SU(n ), car TrŒ = 0 (l’algèbre de Lie est constituée de matrices 
de trace nulle). 

2. Montrer que, pour les fibrés de groupe structural SO(ri), toutes 
les formes c 2i+1 = Tr ($2 2/+1 ) sont globalement exactes (sur toute la base) 
et ne conduisent pas à des grandeurs topologiques (i < ri). 

Pour n = 2 et le groupe SO(4), on a les classes caractéristiques 
c 2 = Tr (Q 2 ) et y 2 . Les variétés riemanniennes à quatre dimensions munies 
d’une métrique g i} vérifient les égalités 


c z = — R'LRijvn a dx x a dx v a dx p ; 


y 2 = — eWJ*Ri^pRij^dx* a dx* a dx k a dx? 
4! 


(50) 


(la connexion est symétrique et compatible avec la métrique). Les intégrales 
^ c 2 et ^ y 2 sont des fonctionnelles de la métrique g {J sur M; leur variation 

M M 

est identiquement nulle, ce qui veut dire qu’elles sont invariantes par un 
faible changement de la métrique. 
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Nous avons enumere les classes caractéristiques les plus importantes 
pour les groupes SO{ri), U {ri). On peut introduire des classes caractéris¬ 
tiques analogues bj comme des formes de degré 2/ dans la base d’un Sp(n)- 
fibré, où le groupe Sp(n) et son algèbre de Lie sont réalisés sous forme de 
matrices unitaires et hermitiennes alternées de quaternions, seules étant 
non triviales les b 2i (vérifier !). Ce cas est cependant moins intéressant. 

Nous décrirons maintenant une méthode de construction générale 
des classes caractéristiques, c’est-à-dire des formes fermées sur la base dont 
la variation consécutive à un changement de la connexion est toujours 
égale à une forme exacte, si bien que les intégrales prises suivant des fermés 
de la base sont des grandeurs topologiques. Considérons l'algèbre de Lie g 
d’un groupe G, ainsi que les automorphismes internes Ad g de G sur g: 

Ad g: / 1 -> glg~ x (en notation matricielle). 


Définition 6 . Une forme multilinéaire symétrique à valeurs numé¬ 
riques \j/[l l9 ...JJ dans l’algèbre g, où /,eg, est dite Ad -invariante si 
elle reste invariante par toute transformation du type Ad g opérée par 
le groupe G sur g: 


'l'ighg' 1 ’ • ■ J ] = Wi* l J- 


(51) 


Toute forme Ad-invariante définit une classe caractéristique c*. 
Etant donnée une forme Ad-invariante i//, la classe caractéristique se cons- 
truit comme suit. Si Q est la forme (locale) de courbure dans la base M, 
on pose 

<V(ti, • • •, r Sm ) = c^Q) = 

= £ sgn <ti//[( 2 (t/,, r,,). • ■ T 'wJ> t ’ 

i‘i C'a 


OÙ (7 


. = ( 1 • • • 2m \ est une permutation. 

V'i • • ■ 4m ) . saisit l’analogie entre la définition 

Quitte à poser Q(ji 2q - i* ^’Fnipr y (Q)‘ pour les classes £,• avec 

de la forme c,(û) et celle de la classe d^Eute /„(«) • P 
G = U {n) ou SO{n) les formes ip, secriven 

^,(/„ ...,/i) = Tr (4 ••• /i)- 

Puisque , ... A.—^ ÿ?* ~ ^ 

numérique bien definie sur a et que sa variation 

Exercice. Montrer que la forme^ fibré res(ant [ e meme) 

consécutive au changement de la on demande de montrer ^ 

est égale à une forme exacte (autrement . sQnt des grande urs topo 

les intégrales prises suivant des fermes 
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I / Soit (7 un groupe abélien T" (ou R"). On a alors g = R", 

Exemple /.Soi 0 g £St lriv j a | e . Toutes les formes multilinéaires 
si bien que 1 aeti ^ définissent des classes caractéristiques e*. L’en- 
S ^mhle déclassés du type c,(Q) est doue l'algèbre des polynômes symé- 

b ï à » Générateurs qui correspondent aux formes élémentaires *//) 
=T/ 4 où "i! ï est une base orthogonale de l’algèbre de Lie g = R" 

dans V métrique euclidienne. , , 

Désignons les classes o/O) par r/û); ce sont des formes de degre 2 
dans la base du fibré. Chacune de ces classes peut s’écrire comme suit: 

S a«,...r,C • • • ‘ 1 : = ( 53 ) 

Exemple 2. Soit G = U(n). L'algèbre de Lie g est constituée dans 
ce cas par des matrices hermitiennes alternées. Toute forme Ad-invariante 

symétrique ^(/j./J sur g admet une restriction à la sous-algèbre 

de Canari , c'est-à-dire à la plus grande sous-algèbre commutative H 
de g. Pour la sous-algèbre de Lie du groupe U(n), la sous-algèbre H peut 
être constituée par des matrices hermitiennes alternées diagonales (c’est-à- 
dire des matrices diagonales dont chaque élément diagonal est imaginaire 
pur). Il se trouve que la restriction de la forme Ad-invariante ÿ à la sous- 
algèbre de Cartan définit complètement cette forme. Nous omettrons de 
démontrer cette remarque ici. 

Etudions la restriction des formes c k à la sous-algèbre de Cartan H. 
Choisissons une base J[ , — If c H. Pour certains g e G des automor¬ 
phismes du type / h-> glg~ l conservent le sous-espace Hcz g; de tels ^cons¬ 
tituent un groupe fini appelé groupe de Weyl de G. Si G = U(n), une base 
dans H peut être constituée de matrices diagonales présentant un seul 
élément non nul (/J)^ = /. Le groupe de Weyl se confond alors avec le 
groupe S n des permutations dans la base If (vérifier !). 

Considérons des formes linéaires de base t } de g* en posant tÆ) = ô Jk . 
Les restrictions des formes Ad-invariantes symétriques i/t à la sous-algèbre 
e artan H cg représentent alors des polynômes symétriques en t u ... • 

Comme polynômes symétriques de base, on peut prendre 

W =/?+...+/{. (54) 

Les classes se confondent avec les classes c* définies plus haut. Le 

Sî;;î lisrüS" de Car,an à ral8èbre de Lie 

- S0 «t L ’algèbre le Lie 9 es, formée par des 
des « rotations infini,éjTate " =„* « P *J 

'=s ,»**, inférieurs désignent ,.s roupie? £ ^ 
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La base / 3 °, se présente donc comme suit: 




0 1 


0 1 

-1 0 


(55) 


^ 0 J 

le seul couple d’éléments non nul de cette matrice étant 

(/,%•-,. o; = 1 , (/,%•, 

Désignons comme précédemment les formes linéaires dans par lj: 

(tj , 4°) = <V 

Le groupe de Weyl des automorphismes H -+ H du type l g/g' 1 , avec 
g b G, est engendré par les transformations suivantes (vérifier !): 

a) les permutations des vecteurs ly, 

b) les changements simultanés du signe affectant les couples de formes 
t .. (,. tk ) _> (_r y , —t k ). On a donc sur //des polynômes de base invariants 

par le groupe de Weyl: 

fl, SO) = t? + ■ • • + * 2 *. 4 < 

Vn 0) = h ■ ■ ■ '»■ 

Les classes c < SO ) sont exactement c. iq , et la classe c^st» - e L ° n 

X n . Les formel indiquées admettent donc un prolongement a partir de la 

sous-algèbre de Cartan à la totalité de 1 algèbre e ie. 

Exemple 4. Soit G = SO(2n + 1). L’algèbre de Lie g se compose^de 

matrices alternées comme précédemment. a ^°^. g j ] es p i ans 
Wf-n ect formée nar des «rotations infinitésimales» dans les pians 
R R R ! . et se confond avec la sous-algèbre de Cartan pour le 

K i 2 > k 34j • • •» - n z}'J Ln , cnn» J- H et même pour U{n) <= 

sous-groupe SO<2») du Weyl augmente (la même sous-al- 

la même base /?, effet les formes tj, où 0(4) J* f P dans 

Weyl pour SO(2n + D contient en plus des e en ems déjà corne 
SO(2n), la possibilité de changer le sens d une rotation plane. 

ti i-> — tf 

. i r„ rm « ,/, étudiées, une base (multiplicative) 
On trouve donc, parmi les formes y 

formée par des polynômes élémentaires t u >p _ 


yso) = t f, 


_i_ t 29 . 
i l n * 


( 56 ) 
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Les formes ^ définissent les classes 


= Ci 


Iq 


(G — SO(2n -f- I)). 


(57) 


q 

Dans cet exemple comme dans les précédents, toutes les formes se prolon¬ 
gent aussi, en tant que formes Ad-invariantes, à partir de la sous-algèbre 
de Cartan à l’algèbre de Lie tout entière. 


5. Casses caractéristiques. Enumération. Il se trouve que les groupes 
G = SO(n) et U(n) n'admettent aucune autre classe caractéristique en 
plus de celles qui ont été indiquées. Plus exactement, toute autre cons¬ 
truction «naturelle» ou covariante, qui fait correspondre au fibré et à la 
forme de connexion une forme fermée dans la base telle que ses intégrales 
par rapport aux cycles (sous-variétés fermées de la base) sont des gran¬ 
deurs topologiques (c'est-à-dire invariantes par tout changement de la con¬ 
nexion du même fibré), est équivalente aux classes q, x„ ou à un polynôme 
quelconque de ces classes dans l’algèbre des formes différentielles. Dire 
que deux formes fermées û et i (telles que da = db = 0) sont équi¬ 
valentes (cohomologiques) revient à dire, par définition, que la forme 
a — b est exacte : 


a = b + du. 

Dans ce cas les intégrales de ces formes étendues à un cycle quelconque 
(sous-vanete fermée orientée) P de la variété ambiante se confondent: 




riante» 'ciarK Z Cntend par « construction naturelle» ou «cova- 
nante > Dans le §24 nous avons défini l’application de fibrés de même 

I coL t meme , gr ° UPe StrUCtUral C:c ’ est une a PPlication 

cl ^tionTla baTe^H^l'T ( °" \ fP = où / : M - «t l’appK- 

phismeduXi^srLmScT 11 U,tSUr ChaqUC fibre un difféo ™ r ' 
induit»: pour fout fibré d'■ F' J.f VOns ,ntrodu,t la notion de «fibré 

on reconstitue le kré u E t Z t Z T*- ^ M ' 

II a été dit (sans rfém P , ^ Ct a PP* lcatlon d’espaces /: E -*• E' . 

un fibré h ‘Tk h™’ q '" t0 “' fibnS de base " (l»r exemple 

(opie prés) M ( » !ri'T '"'î. par application unique (à rhomo- 

don. i% d z!‘ ; C fi,r o u : r ' b,i p,iocipai 

«-universels de groupe G = 0(n > «y , ‘rl'A'j" d ' S fibrés ™ lvmels ou 

( )i (//), U(n) dont chacun avait pour base 
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une variété différentiable pour N quelconque: 

A 

B G = G Nt „ pour SO(n), N ->oo, 

B g = „ pour U(n), N oo, 

B g = CP N pour t/(i) = SO( 2), N -+ co. 

B g = H P N pour SU(2) = Sp(l), N -* oo. 

Soient une application d espaces fibrés /: E —► E' et celle de bases 
/: M M ; soit sur 1 espace fibré E' la forme de connexion œ'. En faisant 
subir à œ' l’application de formes /*, on obtient sur E une forme ù>=f*œ\ 
qui est aussi une forme de connexion. Les opérateurs d et H commutant 
avec 1 application / v , la forme de courbure Q E est aussi covariante: 

f*(& e) = (Qe = Hdœ , &£*= Hdcoi). 

Toutes les classes caractéristiques c h /„ et les classes générales (voir plus 
haut) ont été construites de façon «naturelle» ou covariante, ce qui nous 
donne l’égalité (la « fonctorialité ») 

f% = c rf (58) 

où c'y, et Cy, sont les classes caractéristiques de E' et E construites en fonction 
des formes co' et œ. Les formes c'y, et Cy, sont indépendantes, à des formes 
additives exactes (du type du) près, du choix de la connexion dans E' et E. 

Nous dirons qu’une structure de forme fermée c dans la base du fibré 
est une classe caractéristique topologique si elle vérifie les propriétés sui¬ 
vantes : 

1. Elle est définie dans tout fibré principal de groupe G (de base une 
variété quelconque !). 

2. Les applications d’espaces fibrés f: E -> E' doivent vérifier (à des 
formes du type du près) Légalité suivante: 

/V = c + du. 

Les classes caractéristiques topologiques sont très peu nombreuses. 

Etant donnée une variété M , on cherche les «groupes de cohomologie» 
H q (M, R) de la façon suivante: chaque élément aeH 9 (M; R) est repré¬ 
senté par une forme fermée a (i.e. da = 0) à une forme de type du près, 
c'est-à-dire que a est équivalente à a + du. La somme directe H' (M, R) = 

= £ H q (M\ R) est une algèbre pour le produit extérieur de formes 

Q 

fermées. 

On a le 

Théorème 1 Chaque élément c du groupe de cohomologie H q (B G \ R) 
de la base B a d'un G-fibrè universel définit la classe caractéristique topo¬ 
logique pour tous les G-Jtbres , et réciproquement. 
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Démonstration. Si la classe caractéristique c est définie comme 
une forme de degré q dans les bases de tous les C-fibrés au sens de la défi¬ 
nition précédente, l'élément c e H‘\B C : R) est simplement la classe carac¬ 
téristique du fibré universel de base B G *. Réciproquement, soit un élément 
(classe d’homologie) ce H q (B 0 :R). Etant donnée une base quelconque Af, 
tout fibré différentiable >/ de base M et de groupe G se laisse induire par 
une application différentiable unique (à l’homotopie près) /: M -*■ B G . 
rïn pose 


On 


r(n\ = f*(r\ 


Puisque df* =f*d. la forme c(rj) est fermée et définit un élément de 
H q {M: R). A des applications homotopes / l5 / 2 correspondent des formes 
équivalentes cftj) — c 2 (i/) = du. Le théorème est démontré. 

Information sur les cohomologies de l'espace B G pour certains groupes G. 
1. G un groupe discret: 

a) G = Z, B 0 = SK fP(B c ; R) = R, H q (B G ) = 0 pour q> 1. 

b) G = Z., m est fini, B a est un espace lenticulaire, 


H"(B a : R) = 0 pour q quelconque. 


On a donc pour G fini quelconque 

H q (B G : R) = 0 pour q > 0. 

c) G = Z © ... © z (« termes); B a = T" (un tore), H ; (B G ; R) est 
une algèbre extérieure a n générateurs de dimension 1. 

dfLZZI n{M ^ ' Bc, A = M *- (une surface de § enre \ R) admet 

des générateurs a une dtmension fll , b lt qui vérifient les relations 

e V = «r, = S ' A \x et a,Abj = 0 a # /), a k *a, = b k Ab, = 0. 

moins p point" ^ a P générateurs: B o «t un domaine sur R’ 


2. G 


H“(B 0 : R) = 0 pour q > \, H\B C ; R) = Rr. 


un groupe abélien, G = R k xT m . Pour le groupe R* = G’ on a 

-SOO? / U /m POmt ( ° U CSpace réduil à un Point) Pouf G"-’&- 
,7 S0(2) = U(l} ' on a b g" = CP". Pour G=R*y *7, ~~ t cT 

1 espace B G s écrira XI ~ R x & x * * * x S\ 


B g ~ B $i X ... x B = CP°° x xQP°° 

m m 

esi i, " e aieébre * » 

difrér e m!“bl 2 exaclemem ’ 0 S ' agit de la basc d’un fibré ^-universel, qui est une variété 
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3 .G — U(n ); H (B c ; R) est une algèbre de polynômes à générateurs 
c,e/W c ;R), /= 1, - Pour G=SU(n), l’algèbre H*(B a ; R) est 
une algèbre de polynômes à générateurs c„ c 3 , ...,c„; c, e H 2i (B G ; R). 

4. G=SO(2n); H%B g - R) est une algèbre de polynômes à 

générateurs c 2l g H^(B g \ R), / = 1, — 1, et un générateur 

X„eH»'(B G : R). 

5. G = SO(2n + 1); H*(B G ; R) est une algèbre de polynômes à géné¬ 
rateurs c 2i e H*'{B g ; R), / = 1, 

Ainsi donc, toutes les classes caractéristiques pour les principaux 
groupes G ont déjà été construites auparavant. 

Pour des groupes de Lie non compacts, les classes caractéristiques topo¬ 
logiques (comme classes de cohomologie de la base) se réduisent au sous- 
groupe compact maximal K a G. 

Le résultat suivant sera donné sans démonstration: les bases B K et B G 
sont homotopiquement équivalentes, et H*(B K ; R) = H*(B G : R). 
Aussi leurs classes caractéristiques topologiques sont-elles identiques 
en vertu du théorème 3. Si G est un groupe de Lie semi-simple, le 
complexifié q c de son algèbre de Lie g se confond avec le complexifié 
gc de l’algèbre de Lie d'un groupe compact G', dit forme réelle compacte 
de la même algèbre de Lie complexe: = 9c- Si donc on entreprend de 

construire les classes caractéristiques à partir de la connexion, par exemple 
en faisant les opérations élémentaires décrites plus haut sur la forme de 
courbure Q , on aboutit au même résultat pour G et pour G'. On a donc 
(localement) pour G et pour G'les mêmes formes fermées et les mêmes 
fonctionnelles de la connexion, qui admettent la dérivée variationnelle 
identiquement nulle par rapport à la connexion. 

Par contre, ces expressions seront souvent « topologiquement triviales », 
c’est-à-dire qu’elles conduiront à des formes exactes du type du. En efiet, 
prenons G = R k et G' = T k \ la situation locale est la même dans les deux 
cas, mais pour G = R* toutes les intégrales des classes caractéristiques 
par rapport aux cycles seront identiquement nulles. Pour G = SO(p, q) la 
situation formelle reste la même que pour G' = SO(p 4- q), mais toutes 
les intégrales non triviales par rapport aux cycles se réduiront au sous- 
groupe compact maximal SO(p)x SO(q) <= SO(p, q ). 

Considérons des fibrés tangents aux variétés pseudo-riemanniennes M 
du type (p, q ), avec p + q = n = dim M. Les classes caractéristiques 
définies (localement) en fonction de la métrique seront les mêmes que pour 
des variétés riemanniennes (de métrique positive). Dans ce cas les intégrales 
de ces formes par rapport aux cycles (sous-variétés fermées orientées) de 
dimension correspondante dans M admettront comme précédemment 
des dérivées variationnelles nulles par rapport à la métrique. Or, du point 
de vue topologique, beaucoup de ces classes seront identiquement nulles 
en ce sens que toute intégrale prise suivant un cycle quelconque sera iden¬ 
tiquement nulle. 


17 - 302 
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Prenons par exemple l'algèbre de Lie d’un groupe de Lorentz propre 
çon n = C; elle est liée par une relation d équivalence complexe à 

celles du groupe 50(4) = G' ou du groupe G' = SU(2)xSU(2). P our 
G’ - SU(2) x 5t/(2) ou G' = 50(4), on a deux classes caractéristiques 
de dimension 4: 

c t e H\B g ; R), g H a (B c/ ; R). 

Pour G = 50(3, 1) admettant le sous-groupe compact maximal 50(3), 
on n’a qu'une seule classe caractéristique topologique 

c 2 e H\B C ; R), 


mais toujours deux classes caractéristiques au sens de la géométrie diffé¬ 
rentielle. 

La méthode des fibrés universels permet de démontrer une propriété 
importante des classes caractéristiques: on peut choisir, parmi les classes 
caractéristiques, une base telle que toutes les intégrales des classes carac¬ 
téristiques de base par rapport aux cycles (sous-variétés fermées orientées 
dans la base d’un G-fibré quelconque) soient des nombres entiers. Cela 
résulte du fait que, pour un fibré universel de base B a , on peut choisir 
dans 1 algèbre H*(B 0 ; R) une base complète d'éléments d u .... d (classes 
caractéristiques du fibré universel) telle que les intégrales de ces éléments 
par rapport aux cycles dans B G soient des nombres entiers. 

Soient M la base d'un G-fibré quelconque, P une variété fermée orien¬ 
tée a q dimensions et (p : P -+ M une application différentiable (appelée 
aussi cycle smgulier (P cp )). Le fibré au-dessus de M est induit au moyen de 

de dlmensTon^ ° ^ dU fibré UniverseL 0,1 a dans B o cycle 


f<P), f<p. P-$■ mA B g , 

hL?L f °o me d ' s =f * (d ‘ ) représente une classe caractéristique dans la 
base M. Prenons ensuite son intégrale par ia PP ort à (P ^Tans M est 

5 d ' s = \ 9 v;) = \ = W*m) = [ d„ 

p (*V> à ,.L 


(PJ<p) 


c’est un nombre entier pour le cycle (P, f<p) dans B G . 

Exemple 1. Considérons les erounes r. — di . ,,, 

Dans les deux cas la forme de JEw et G = SO & = ^0)- 

= G^dx» /\dx v . Posons la question U £St une 2 ' r ° rrne scalaire 
tions pour qu’une 2 -forme fermée soit f ' Vante: , < ï uelle s sont les condi- 
°u d un G'-fibré? (Dans le langage de la Phw ^ co . urbure d ’ un G-fibré 
possibilité d’introduire globalement le nnt yS ^V e ’ ceIa nous donnerait la 
la quanhfication.) Potentiel vecteur nécessaire pour 
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La réponse n'est pas la même pour G et pour G'. Les conditions néces¬ 
saires et suffisantes (dont nous ne démontrerons que les premières) sont 
les suivantes: 

1 . Le groupe G = R 1 . Il faut et il suffit qu'il y ait ^£2 = 0, où P est un 

p 

cycle quelconque à deux dimensions dans la base M. Condition équi¬ 
valente: Q — dA partout dans la base A/, A étant une certaine 1-forme. 

2. Le groupe G' = S0(2) = £/(l). Il faut et il suffit que les intégrales 
prises suivant tous les 2-cycles P dans la base M soient exprimées chacune par 
un nombre entier (à condition de normer convenablement la forme Q): 

^(2 = entier; le potentiel vecteur A se définira globalement sur M comme 
une forme dans le fibré E. 

Du point de vue physique, la forme Q peut être l'intensité d'un champ 
électromagnétique: 

F, v = Q^ y , où d(F„ v dx* a dx v ) = 0 

en vertu des équations de Maxwell. La forme Q = F est définie dans un 
domaine U de l'espace de Minkowski R 4 (c'est-à-dire dans R 3 , x ). Si dans la 
physique réelle l'électrodynamique est «compacte» (c'est-à-dire que le 
groupe est SO(2) et non R 1 ), on peut y rencontrer, comme l'a remarqué 
Dirac, des « monopoles magnétiques ». On a par exemple dans le cas sta¬ 
tionnaire un domaine U <= R 3 tel que U = R 3 \xo (admettons que a 0 = 0). 
La forme Q = F^dx* a dx v (//, v = 1, 2, 3) est l'intensité du champ ma¬ 
gnétique dans le domaine U* admettant une singularité dans le point 0. 

Considérons une sphère <= U d équation ^ (x fl — x%Y=p >0- 

M = l 

Le champ sur la sphère doit vérifier 1 égalité 

1(2 = « (entier). 

s 3 

On voit donc que le flux du champ magnétique à travers une surface peut 
être égal à un nombre entier (sans être nécessairement nul) et que cela 
n’empêche absolument pas l'introduction du potentiel vecteur et la quanti¬ 
fication du champ conformément aux principes generaux de la theone 
quantique des champs de jauge. On peut aussi rencontrer plusieurs mono¬ 
poles magnétiques en des points .v 0 , x k , .... x k e R 3 , auquel cas il y aura une 
famille de cycles indépendants dans le domaine R \(Ao U • • • U x k ). 

Exemple 2. Considérons, au-dessus de la sphère S k , quelques fibres 
de groupes G différents définis par un élément du groupe n k - x (G) (voir § 24, 
n° 4). 
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a) k=],G=0(n),S0(n), U(n). Tous les fibres de groupes SO, U au-dessus 
de S 1 sont triviaux puisque ces groupes sont connexes. Seul est non trivial 
le fibre de groupe G = O(n), car n 0 (G) = Z.,. Plus tard nous rencontre¬ 
rons la connexion dans les fibrés de base à une dimension: ce sera dans les 
modèles à une dimension de la Théorie de relativité générale (de base RM 
mais la théorie de la courbure fera défaut. ’ 

^ ~ J*? ur G = SO(2) on a une famille de fibrés définis par un 
entier m e ]t t (SO(2)) = Z. C’est un fibré de Hopf ;/ (de fibre C 1 ) avec ses 
degres tensonels if (voir § 24, n° 5). L’entier m se laisse déduire de l’équation 

m "i 0> 

P "" F*? aUtrem5, ’ ,: 

rie c 1 _ a aessus ae i comme un produit direct au-dessus 

\V ~ A de connexion A = A dx» = A dr _l a ,n , i aes sus 
qu il y ait pour |.v -*• oo * :“ z + A z dz, et demandons 

;:rv: k COnDeXi0n '**' Vers la C0 " nexi0 " quand w 

"" d p »« ° - «CO , i, vient , _ „ 1 * 

= I r • ’ dx>‘ 

**■ a on “ m *w ne peut ê,re définie que si W , e „d a symp ,„. 

; i, "” ent ~ - l’ensemble des de mMrote - 

formant le cercle S 1 : |jc] 

S 1 -> y, 

/1 i _ 

Ledegrede cette application est ». 

a __ dg(x) 

_ À ’‘~~faTS~ 1 (x). 

n obllent l’application 
Sa classe d’homotopie est i,„ -f- ^ ^ 

îâsssto* c Ra a p ct r ia 

- * 5 - - * >W\r;/s s o u iïi 
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, ' A u —.r ^ varies au-aessus de S* ainsi 

quun grand nombre d invariants topologiques. Les cas les plus intéres¬ 
sants sont G SU(2) et G = 50(4). Puisque S 4 \oo = R 4 les fibrés 
au-dessus de 5 se définiront par les connexions A„ sur R 4 (où le 
fibre est trivial), avec la condition aux limites 


oo, 


M*) 


d S(x) ,, . 

~sS rS w - 


La fonction g(.\) définit 1 application de la sphère S 3 formée par les demi- 
droites — dans G : 

W 


g : S 3 -» G. 


L invariant topologique du fibré est la classe d’homotopie de l’applica¬ 
tion indiquée, c est-à-dire un élément de 7t 3 (G). On a deux classes caracté¬ 
ristiques (deux entiers) pour G = SG(4) et une seule pour G = SU(2) 
ou G = SO( 3) : v ' 


c 2 = ^ Tr (F„ v F Xx )dx» a dx v a dx x a dx* ; 

R‘ 


Z 2 = ^ Tr (F llv * F Xx ) dx» a dx” a dx* a dx x , (59) 

R* 


ou = 


oA, l 

dx v 


ÔA V 
dx** 


+ M/j? A v ]. 


Exercice. Montrer que, pour G = SO( 4), / 2 = 1 et c 2 quelconque, 
l’espace fibré E au-dessus de S 4 de fibre S 3 est homotopiquement équi¬ 
valent à la sphère S 7 (c’est un fibré principal pour G = SU( 2) et un fibré 
associé à un fibré principal pour G = SO( 4)). 

Remarque. JLMilnor a montré que les espaces de quelques-uns de ces 
fibrés E(c 2 , y 2 = 1) sont homéomorphes mais non diffeomorphes à la 
sphère S 7 . 


§ 26. Nœuds et enlacements. Tresses 

1. Groupe d’un nœud. Une application fort importante du groupe 
fondamental est la théorie des nœuds et des enlacements dans l’espace à 
trois dimensions. Considérons une courbe différentiable fermée y dans 
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R 3 , y(0) = y(2n), qui n'est pas croisée et qui admet un vecteur vitesse ÿ 
non nul. Cette courbe peut être nouée dans R 3 (fig. 94). r 

Par isotopie d'un nœud on entend le déplacement du nœud dans 
1 espace obtenu en déformant 1 application identique de l'espace sur lui- 
même (dans la classe des difféomorphismes) *. On dit que le nœud y est 




Noeud élémentaire 
("trèfle ") 

Fig. 94. 



ï+Ttn^r* pa T isotopie à nœud tri- 
7 appartient à S 3 Z le n œud 

raisonnements: les isotopies des nœuds s’ét° h change rien dans les 
sionnelles dans S 3 , on peut considérer & d ? S surfaces bidim en- 

Iaissent un point invariant ° nSlderer sans d,minu <* la généralité qu elles 

■» “Ï-K . > 0. Son 

quement équivalente à l'ouvert S 3 /y = W eV,dent ^ Vy CSt homoto Pi- 
gr ° Upe f °"damental -*,(>'} est appelé le 

0 f“Æud VS SSSf *« "J» évidentes : 

?, t y ‘ “ 0. k domaine " c î ît .t, “ Z; .'" efr «. si V - {z _ 0 
s ‘ <vo,r 8 16); ’ = ? K = «*) s’envoie sur un cercle 

) par définition de V et dp u/ 

vartan, par toute isotopie’du n.ud’V? 0 ^,, ^ ” “W reste in- 
AtalT' à ?" difféomonrhisme prS) mpnK pour la «°P°'°si= 

, nsi donc, 1 égalité ndlV \ — y J* 

santp 6 n<E r d soit tr ' vial - (Remarquons e aue U eV,t COndl - 10n nécessa ife pour 
_-h,t. difficile à démontrer, fai? T^TSZSSî^ 


” ■ PP ' i “““ <" p «pa« loTmfc" «" tfi’taJfca’&SSSï 
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Le mode opératoire pour le calcul du groupe (lV y ) est le suivant. Pro¬ 
jetons le nœud parallèlement a une direction r/sur le plan R 2 (fig. 95) comme 
sur un écran. Si d est une direction générique, on peut considérer que les 
points de croisement de la projection ÿ sur I écran R 2 sont des points dou¬ 
bles, les croisements ayant lieu sous des angles non nuis. Pour caracté- 



riser la courbe y sur l’écran, il convient d’indiquer, en plus du sens de par¬ 
cours, laquelle de ses deux branches est en position « supérieure » (signe 
« + ») et laquelle est en position « inférieure » (signe « — ») au point de croi¬ 
sement. On voit apparaître sur l’écran un graphe plan avec des arêtes 
et des sommets: chaque sommet réunit quatre arêtes. Calculons n^Wy). 
Le point de base sera situé dans oo e S 3 . Les chemins de base du groupe x x 
s'approcheront du nœud suivant la direction d (du côté gauche sur la 
figure 95), perpendiculairement à l’écran R 2 . Affectons chaque arête d’un 
numéro et faisons correspondre à chaque arête y,- sur R 2 un générateur dj 
dans le groupe n^Wy). Par exemple, toujours sur la figure 95, nous 
remarquons trois sommets A , B , Cet six arêtes [5 ( _ ) C (+) ]=y 1 , [C ( + ) /4 ( _ } ] = 
= ?2î [A^-)B( +y] = y 3 , [B { + )C(_)] = Vj, [C(+ >] ^5, M( + )^( 

numérotées dans l’ordre de parcours de la courbe y. Soit un chemin aj 
issu de 00 et parallèle à d\ il atteint le point milieu de l’arête indiciée 
par y, contourne ce point et revient en arrière; voir le chemin a 3 pour 
l’arête [>4 ( _ ) ^ (+) ] = y 3 sur la figure 95. Nous obtenons ainsi les géné¬ 
rateurs Qj du groupe n x (W^. 

La relation est établie comme suit. Chaque sommet réunit quatre 
arêtes y,- y.- y,*, y 7 . Conformément à la numérotation adoptée on a dans 
chaque sommet j 2 = j\ + L 7*4 = h +} es C 0 U P^ es 0i> Jz) et Oa* À) étant 
formés par les numéros d'arêtes contiguës. Supposons que le couple d a- 
rêtes (A, / 2 ) soit en position «supérieure» par rapport au couple (y 3 , y 4 ), 
c’est-à-dire qu’en suivant d on rencontre d’abord cette branche de la courbe 
y (voir fig. 95 ). 11 vient alors 


<*h = a J% = üj x +i • 


(D 
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Pour le second couple (/ 3 , j\ -ja + 1) on a 

= ûl 3 + l — a h °h a h' ( 2 ) 

(Vérifier!) 

Exercice. Montrer que les relations (1), (2) engendrent pour chaque 
sommet toutes les relations dans le groupe du nœud *. 

Exemple. Si le nœud est un trèfle, on a 

a = a 3 = a 4 , = fl 3 "Va (sommet B), 

b = a x = a z , a b = afVi (sommet C), 

c = a s = o 6 , c =b~ 1 ab, a = c~ 1 bc (sommet/!), 

ou 

b = a~ 1 ca, c = b~'ab, a = c~ 1 bc. 

Il ressort de (2) une le groupe rendu abélien H x (W y ) se confond toujours 
avec Z. 


Exercice. Montrer qu’il existe, dans le groupe du trèfle, des générateurs 
a, P qui vérifient une relation unique : a 2 = P 3 . 


2. Polynôme d’Alexander. Le groupe d’un nœud est quelquefois assez 
compliqué. Il est préférable de déterminer le polynôme d'Alexander (prati¬ 
quement, fonction du groupe du nœud), qui représente un invariant moins 
fin mais permet de mieux reconnaître les nœuds. Reprenons le cas illustré 
sur la figure 95. Supposons que le groupe du nœud soit défini par les géné¬ 
rateurs a x , — a„ et les relations rj(a x , ...,«„) = 1 (i = 1 ,_ m). Intro- 

duisons les « opérateurs de dérivation » - des éléments du groupe en 

ddi 

définissant la dérivation des produits comme suit: 


3 , eb de 

— (bc) = -- [-b - 1 

cai odi dd t 


da i 

avec — = °ij- Remarquons que la dérivée de chaque élément est 

Saj 

une combinaison linéaire d’éléments du groupe à coefficients entiers. 

Ecrivons la matrice n X m i — — V Remplaçons dans cette matrice 
. . . . , . V ôaj ) 

les degres des générateurs a J par ceux d’une variable formelle t d'après 
la loi a) —» t k . On obtient alors une matrice n X m dont chaque élément 


• 11 est à noter que les générateurs aj sont définis à un changement a ,■ -» aT 1 près. 
Ce changement ne fait varier la forme de (2) que très peu. 
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est un polynôme en t et t -1 . Le plus grand commun diviseur A(i) de 
tous les mineurs d’ordre (n — 1 ) de la matrice porte le nom de polynôme 
d'Alexander. Il se définit à une multiplication par ± t k près, où k est 
un entier quelconque. 


Exercices. 1. Montrer que si les groupes de deux nœuds sont iso¬ 
morphes, alors les polynômes d’Alexander correspondants A(l), A\t) 
ou bien se confondent, ou bien vérifient la relation A\t) = A(t~ l ) (à une 
multiplication par ± t k près, k entier quelconque). 

2. Montrer que le polynôme d'Alexander pour le trèfle s’écrit 

AU) — 1 — t 1 2 . 

3. Chercher le polynôme d’Alexander pour le nœud de la figure 94, c. 
Montrer que ce nœud n’est pas équivalent au trèfle. 


3 Fibré associé au nœud. Nous venons de voir que H x {W y ) = Z. 
Aussi le plongement ôV y = T 2 V y ~ W y engendre-t-il l’homomorphisme 

H x (dV y ) = H X (T 2 ) = Z + Z -f Z = H x {W y ). 

Le tore T 1 = ÔV., admet donc le générateur y qui est homologue à zéro 
dans le complémentaire V., du nœud y. Ce générateur y peut etre identifie 
à l’extrémité d'un champ de vecteurs normal (de longueur e > 0 ) sur la 
courbe y Considérons une application différentiable <p.T 2 - S telle que 
«- >(7) -^<= T 2 où So est un point régulier de <p. Supposons que * 
lit dedëgré 1 sur l'autre générateur du tore. Prolongeons (si c’est poss.be 
rapptaüon J, à la totalité du complémentaire K, du nœud y. On obtient 

l’application ~ :V _+ SK 

L'image réciproque ^'^du pomt reguher voisinage 

lënVud qui sert de bord à Z> dans R 3 

(ou S 3 ). 


Exercice. 

Faire une partition cellulaire de K, P du S sq uelette à une dimension 
au squelette à une dimension ( . ’ analyse) et enfin du sque- 

à celui à deux dimensions (ce 9 m dimensions (en faisant intervenir 

lette à deux dimensions a celui a iro 

ré "2 ;°l. ^ ~ - (Æ -*« œ 

de bord ÔV y = T 2 est un fibre de base un 

p: V y ^S\ 


















fibres différentiables 


.w ___ 

, „r Ip bord T* en un fibré trivial cp: T* ^ S 1 de fibre 5 » 
qui se transforme sur e et s j tu é dans un plan normal au nœud, 

un petit cercle enlace , a situat ion se présente comme suit: on a 

Du point de vue top 8Q au-dessus du cercle, de fibre P une surface 
« bord S'<% 96,: sur le bord, ce fibré est trivial. 



Fig. 96. 


?y = T 2 = S 1 X S 1 -► SK Considérons un tore plein D 2 X S 1 ayant 
le même bord d(D 2 x S 1 ) = S 1 X S 1 = T 2 . Le recollement des deux 
variétés V et (D 2 x S 1 ) suivant leur bord commun dV = d(D 2 x S 1 ) 
nous donne un fermé tridimensionnel Af. Si M = S 3 , alors F = F., est 
le complémentaire du nœud y qui est contenu dans le domaine D 2 x S 1 
comme une courbe 0 X S 1 . 

Deux exemples élémentaires : 

a ) Si £ = 0 et V = S 1 X D 2 , P = D 2 , alors y n’est pas un nœud. 

b) Soitg=l (voirfig. 96, a). La variété F s’obtient à partir du produit 
direct de la surface P par le segment / = [0, 1] en faisant le recollement 
(a, 0 ) = ( h(x ), 1 ) des bases supérieure et inférieure. Supposons que l’appli- 
cation de recollement h.P^P induise sur le groupe H X (P U D 2 ) = 

/_Tw® Z la transformation a^ma + nb , b i-> la + kb , 

u a , ~ b* sont deux générateurs). On obtient sur le 

bord le produit direct: dV = S 1 x S 1 . 


un SnHpmPn^ l | Uler , I f gr0upes n ' (V) et *i(^U(D*X S 1 )). Cherchei 

par œ nrnrpi ^ 'L* 0 "” 6 Une Sphère 53 avec un nœud y c S 3 . Forme, 
par ce procédé un trefle avec m = 2, n = 3 

/(z, M .) a ™r+ nb trC e * emp ' e “Pressant. Soit dans C 2 un polynôme 

sphère S 3 = {|z| 2 ’+ | w 7- ô l°ra premiers e . ntre eux. Considérons une 
4 iizi + |"i - ô > 0}. Les deux équations simultanées 

z m -i- U ’ n = 0, 

Irl 2 + Ir'1 2 = ô > 0 ^ 

53 . 

Exercice. Montrer q Ue la courba ru . 
chaque fois que m, n sont premiers entre^eux"" 6 * 6 (f ° rme un nœud ' ) 


définissent une courbe y 
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Considérons le complémentaire du nœud y cz S%; notons-Ie W. r Cons¬ 
truisons un fibré 

p: Sf\y S\ 

où p sera 

p(ZjW) = I^L f(z,w)ï0. (4) 

I f(z, *01 

Exercices. 1. Montrer que l'application (4) est partout de rang 1 
et constitue un fibré de base S 1 . Calculer le genre de la fibre. 



0 12 3 

m ~2,n “3 

a) T 1 ~R Z /Z®Z 



2. Montrer que les équations (3) définissent des «nœuds tonques» 
ycpc SS, où chaque nœud y est une courbe non croisée sur le torei 
(fig. 97) qui définit dans les homologies H^T 1 ) = Z © Z un elemen 

7 3 W Montrer que le nœud montré sur la figure 94, c n'est pas tonque. 

4. Enlacements. Passons maintenant aux enlacements dans R 3 et 
dans S 3 . Soit une famille de cercles 7l , .. ,y k <= 5* ci'sjom^ deux a 
deux, non croisés et admettant des vecteurs tangents non ni b. 



a)Enlacement trivial ô)Enlacement non trivial 

Fig. 98. 

. . - i n fi pll rp Qg a et un enlacement non trivial, 

cernent trivial est montre sur la figure vo, a, 

sur la figure 98, b . x f i arouoe cPenla- 

Un invariant naturel de 1 enlacement (Viy • ;* J* \\ 

cernent , c'est-à-dire le groupe fondamental 7rj( (}i 
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Fig. 99. 

un cas où k = 2 , {y t , y,} = 0 ; chacune des courbes est non croisée, mais 
elles ne peuvent pas être « disjointes » : c’est le groupe d’enlacement qui 
l'indique d’ailleurs. 

Le groupe d’enlacement se calcule de la même façon que le groupe 
du nœud : on projette l’enlacement sur un « écran » et l'on indique les 
générateurs et les relations comme on l’avait fait pour le nœud. 

Les équations 

/(z, w) = 0, |zl 2 4- M 2 = 5 > 0 (5) 

(où/est un polynôme) donnent des exemples fort intéressants d’enlacements. 

Exercices. 1. Soit /(z, w) = z™ + »v". On demande de calculer le 
coefficient d’enlacement. 

2. Montrer que l’application U • • • U y k ) -* S 1 définie par la for¬ 

mule (4) est un fibré, comme dans le cas des nœuds. Calculer le genre 
de la fibre. Chercher le groupe d’enlacement. Examiner les cas suivants : 

a) /(z, iv) = z 3 + K - 6 ; 

b) /(z, w) = z 2 w + w 1 . 

5. Tresses. Examinons le groupe de tresses. Choisissons sur le plan R 2 
une famille de n points P t , ..., P„ et considérons le produit R 2 X / dans 
lequel I = [ 0 , 1 ], 

Définition 3. On appelle tresse une famille de courbes différentiables 
7 j, . ., y„ dans R 2 x / qui sont non croisées, disjointes deux à deux, 
admettent des vecteurs tangents non nuis ÿj # 0 et sont transversales aux 
fibres R 2 x t pour t quelconque. Pour f = 0, 1 on a 

7/(0) = (Pj, 0), y=l. n, 

V/l) = (P„u)’ l )> J= 1 . 
où a est une permutation d’indices ( 1 , ...,«) (fig. 100 ). 

On dit que la tresse est colorée quand a est la permutation identique 

°(J) =j- 
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Les classes d’équivalence de tresses par rapport à l’isotopie forment 
un groupe : le produit de deux tresses K\Ki s’obtient en raccordant le bout 
• la tresse K , au bout suoérieur de la tresse K.. (fie. 101. b). 



La tresse inverse est la même tresse mais qui parcourt t dans le sens 

inverse. , Jm _ 

La tresse unité se présente comme il est montre sur la ngure lui, a. 

P, Pl 


h 



Pt p z 

a) Tresse unité 

b) Produit de deux tresses K,K Z 

Fig. 101. 

11 existe un homomorphisme qui relie le groupe de tresses au groupe 
de permutations: K ^g{K). 

Le noyau de cet homomorphisme est formé justement par les tresses colorées 

(tresses K pour lesquelles on a a{K)-\b • ht 

La famille des générateurs «r* t* - — 

_ J . n — 1 ) dans le groupe de tresses 
correspond aux transpositions élemen- 
taires 


1 V.../+1 i •••' 



' ■ " O tdn 1091 Les relations dans le groupe 

dans le groupe de permutations S„ (fig- 102). Les 

sont les suivantes: = ( 6 ) 


(Vérifier !) 
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Exercice. Montrer que les expressions (6) définissent bien les généra¬ 
teurs et les relations dans le groupe de tresses. 

Un cas particulier intéressant est représente par les tresses fermées . 
Soit un tore plein D 2 X S 1 c R 3 Considérons des nœuds et des enlace¬ 
ments formés par quelques familles de courbes fermées non croisées et 
disjointes deux à deux dans le domaine D 2 X S 1 : 


{?i> - c ° 2 X S 1 


R 3 . 


Demandons que les vecteurs tangents a toutes les courbes ...., soient 
non nuis et non tangents aux disques D 2 X (s), 0 ^ s ^ 2n. Etudions 
ces nœuds et enlacements «transversaux» dans D 2 X S 1 . 

Exercice . Montrer que chaque nœud, ou enlacement du type décrit, 
définit une classe d’éléments conjugués dans un groupe de tresses. Montrer 
que les classes d’isotopie transversale de tels nœuds et enlacements dans 
D 2 x S 1 correspondent exactement aux classes d’éléments conjugués dans 
les groupes de tresses. 

Remarque. On montre que tout nœud (enlacement) dans R 3 se laisse 
ramener par isotopie à un nœud (enlacement) transversal dans D 2 x S 1 . 
Or, cela ne facilite pas la classification des nœuds (enlacements) dans R 3 , 
car, par exemple, un nœud peut conduire à plusieurs tresses fermées. 

Le groupe de tresses admet une autre interprétation curieuse. Soit 
l'ensemble LJ n de tous les polynômes complexes de degré n (au coefficient 
dominant 1) 


f= *» + aiZ »-i + 

dont toutes les racines z l9 ..., z„ sont distinctes. 

Exercice. On demande de montrer que le groupe ^(C/,,) se confond 
avec le groupe de tresses. 

Considérons un espace V n 

V n = R 2 x ... x R 2 \A, 


n 

A étant constitué de familles (z l9 ..., z„), où = z, pour un couple quel¬ 
conque (ij). 

Exercices 1. Montrer que le groupe est isomorphe à un groupe 

de tresses colorées. or 

2 . Montrer que l’espace VJS n admet un groupe n^VJSJ isomorphe 
au groupe de tresses complet (ici S n est un groupe de permutations d’élé¬ 
ments qui opère sur V„ par changement de coordonnées (z u 
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quelques exemples de systèmes dynamiques 
et de feuilletages sur les variétés 


§ 27. Eléments de théorie qualitative 
des systèmes dynamiques. 

Variétés bidimensionnelles 

1. Définitions fondamentales. Définition 1. Par système dynamique 
(ou système dynamique autonome ) on entend un champ de vecteurs diffé¬ 
rentiable ç sur une variété M. 

Un système dynamique s’écrit localement sous la forme 

= 0) 

Les courbes intégrales du champ ç, ou trajectoires, sont les solutions de (1)- 
Ce sont des courbes y(t) = {.x“(0} dont le vecteur vitesse y se confond 
à chaque instant t avec «y(Q). Une courbe in ^ r / le t ^' S r ^°7 e ^ t ‘ n “' 

fl'lTpX« - m «. *> 4 ’MÏÏSS 

grale admet un prolongement infini suivant t et existe po 

d “ uTh.mMTv^rsl défi»,. l'opérateur do dériva.,»» des foncions 
par rapport à i (voir Première partie, § 23). 

L’exponentielle de cet opérateur 

S,_exp(r3,)- ,-<W (2 ' 

„ --roiuiement aux courbes intégrales 

définit une translation de fonctions p 

du champ . , .. (3) 

sw =/(*.(*)>’ 

où s,(x) = y(0> v = ^ et J(°) = *’ 
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Rappelons que le crochet de deux champs Ç, // sur M est un champ 
[ç, f,] défini localement par la formule (voir Première partie) 

drf de* 

dx v dx Y 


KJ U 

3 U. il = (4) 

Introduisons quelques notions fondamentales. 

Définition 2. 1) L'ensemble limite to^(y) d’une courbe intégrale -;(/) 
est l'ensemble de tous les points limites des suites y(tf) dans lesquelles 
r, -> ± co. On dit que la réunion co + (-y) U co~(y) est co-limite pour y: elle 
se note tn(y). 

2 ) L'ensemble (±)-invariant (la variété ( ±)-invariante ) d’un système 
dynamique ( 1 ) est un sous-ensemble (sous-variété) N c M tel(le) que, 
pour un point quelconque x e N, la courbe intégrale y(t) appartient à N 
avec t Z 0 (r ^ 0) chaque fois que y(0) = x (ou S,(x) c N avec r > 0 (-M 
et t ^ 0 (- )). 

Un cas particulier est celui où N est invariant et pour t ^ 0 et pour 
r ^ 0 ; il s’agit alors d’un ensemble invariant ( sous-variété invariante) du 
système dynamique dans M. 

3) L ensemble invariant fermé N c M est appelé minimal si N ne 
renferme aucun ensemble invariant fermé plus petit. Voici deux exemples 
d ensembles minimaux: a) un point singulier x 0 du champ ç en lequel 
on a ç(.vo) - 0 ; b) une courbe intégrale périodique de ç. Plus tard nous 
' erT i 0 > n ^ C1U j C1UeS exem P^ es d’ensembles minimaux plus compliqués 

4) On dit que la courbe intégrale y(r) est interceptée par l'ensemble 
N vz M s\ y(t) appartient à N pour tout t > t 0 

m.aues,TeS e m r n UrfaCe f c M est a PP e ^ transversale du système dyna- 
dite ! n en aucun point a P La transversale est 

afTTtr, î T ferme dans M - Deux cas sont à distinguer ici: 
,y n w _ usver^ale fermee P divise M en deux parties : W 1 \jW 2 = M, 

i \ r 2 ' j Dans ce cas chacune des deux parties W W intercente 

la totalité des courbes intégrales du champ ç ou du champ-é Sî 

culi f ^ d L viSC pas a -i mrïs p rtt 

ïttojr ,eur t ° rigine - 

d^t^^S "ï temps 

différentiable t:P-+P, xl>(x)™y(t(x)), X y(0) = x* ^ ap P lication 

à la variété recollée 161 ^ ^ Var *^ M dans son ensemble est difféomorphe 
M=NxI(0 , \)/(x, 0 ) ~ (\l/(x), 1 ). 

et de^fibre^.^ CSt dlffe ° m0rphe aufibré différentiable de base un cercle S 1 
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un 



Fig. 103. II y a au centre un 
point singulier A\ un autre 
point singulier B (du type col) 
est situé sur le bord r. Sur 
le segment BA le temps n’a pas 
de signe. 


En plus des systèmes dynamiques, il est bon de construire une théorie 
qualitative pour les «feuilletages unidimensionnels» définis par des champs 
de directions (ou de «directeurs») ç( x ) ~ _ £(*). n va sans dire que toït 
feuilletage unidimensionnel s’écrit localement (dans le voisinage d 
point régulier cX^o) 0 ) sous la forme ( 1 ); 
deux circonstances doivent cependant être 
prises en considération. Premièrement, étant 
donnée une fonction scalaire quelconque 
/ ^ 0 , le système x = ç(x) définit le même 
feuilletage que le système x=fê(x). Deu¬ 
xièmement, la notation ( 1 ) n’est pas toujours 
possible globalement. Il y a donc des cas 
où le feuilletage unidimensionnel ne permet 
même pas de définir sans ambiguïté le signe 
du temps (voir fig. 103). 

Les raisons pour l’étude des «feuilletages 
unidimensionnels» sont très variées. Par 
exemple, en théorie des cristaux liquides, le 
directeur £ ~ (— Ç) est l’axe d'un tenseur 
de rang 2 qui est symétrique par rapport à cet 
axe (dans un point donné) et qui définit les propriétés optiques du milieu. 
En théorie des systèmes dynamiques à second membre algébrique dans R", 
pour étudier les propriétés qualitatives des courbes intégrales très éloignées 
de l'origine des coordonnées, on est amené à «achever» R" en RP" par 
adjonction de points à l’infini; il se trouve que le système se prolonge 
sur RP" comme un champ de directions différentiable où le temps n a 
pas de signe. Au cas où n — 2 (variétés à deux dimensions), le feuilletage 
unidimensionnel se définit par une 1 -forme. On a localement, dans un 
domaine U <= M 2 muni de coordonnées (a% y ) : 

o) = P(x, y) dx + Q(x, y) dy = 0. (5) 

Le point (x, v) est non singulier si P ^ 0 ou Q 7 ^ 1. Soient P(x, y) et 
Q(x , y) des polynômes de degré m. Faisons un changement projectif 
habituel 

JC—"*-, ( 6 > 

«0 u « 

On obtient une 1 -fornie en coordonnées homogènes: 

Q = Uo +2 co = u'S +ï P ( — > — ) («0 dui - M, du 0 ) + 

V «n «o / 

+ 11 o ' ~Q i — ’ — 1 (Mo ^ u - ~~ U - 
V I/o «o / 

L’équation Q = 0 définit le feuilletage sur la variété RP 2 tout entière. 


18 - 302 
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Exercice. Montrer que la droite à l’infini RP' ‘ c RP 8 (m« = 0) est 
courbe intégrale d'un feuilletage unidimensionnel Ü = 0. Montrer que 
le feuilletage Q = 0 ne permet pas d'attribuer un signe au temps. Etudier 
les points singuliers de Q = 0 à l'infini (u 0 = 0 ) en prenant m = 2 . 

DÉFINITION 3. On appelle cycle 
limite d'un système dynamique ou 
d'un feuilletage sur une variété à deux 
dimensions une courbe intégrale pério¬ 
dique qui n'admet, dans son voisinage 
suffisamment petit, aucune autre so- i 

lution périodique. 

Il est facile de voir que les courbes 
intégrales entourant un cycle limite se 
présentent comme il est montré sur la 
figure 104. 

Nous avons considéré au § 14 des 
cycles limites de systèmes sur le plan R 2 
qui entraient dans un disque fermé 
D 2 en passant par la transversale 
r = dD 2 (voir le théorème de Poincaré-Bendixson). Ce théorème se rap¬ 
porte plus généralement aux feuilletages sur une sphère S 2 dont le pôle 
nord est un point singulier du type source (fig. 105). Tout champ de vecteurs 
générique sur une sphère admet toujours un point singulier du type 
source ou puits (voir § 15): cela ressort du théorème sur la somme des 
indices des points singuliers d’un champ de vecteurs. C’est le seul théorème 
qui garantisse, à proprement parler, l'existence d’un cycle limite. Déjà 
pour les systèmes aux seconds membres 
polynomiaux sur R 2 (même de degré 2) qui 
se réduisent aux feuilletages sur RP 2 , on 
ignore le nombre de cycles: leur recherche est 
un problème délicat dans chaque cas concret. 

Il y a un cas spécial (dégénéré) où les sys¬ 
tèmes dynamiques sur le plan R 2 ont la di¬ 
vergence nulle (champs l = (f 1 , £ 2 )), en sorte 
d? 

Que-— = 0. Les transformations S, conser- 
dx? 

vent alors l’aire du domaine (voir Première 

partie, § 23). Etant un système de Hamilton à un degré de liberté, chacun 
de ces systèmes admet une intégrale d’énergie et est complètement intégrable. 

2 . Systèmes dynamiques sur un tore. En vertu du théorème sur la somme 
des indices des points singuliers d’un champ de vecteurs (voir § 15), le 
tore T 2 est la seule surface orientable fermée qui admette des champs 



T- segment transversal 



Fig. 104. La fonction de Poincaré 
t -► /( t) pour t e T se définit par une 
courbe intégrale :</) telle que y(0) = 
= t e T et y(0 = f(t) e T\ le segment 
de la courbe entre y(0) et y(t) n’a 
aucun point commun avec T. Pour 
t = 0 on a un point du cycle y 0 . 
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de vecteurs ne s’annulant en aucun point. On est conduit à un système 
de ce type sur un tore en discutant par exemple une équation aux coeffi¬ 
cients périodiques. Soit une équation 

x=f(x, t) ( 8 ) 

dont le second membre est périodique par rapport à chacun des deux 
arguments: f(x +1,0 = f(x, t) = f{x, t + 1). L’équation ( 8 ) définit, sur 
un tore T 2 muni de coordonnées .v (mod 1 ), /(mod 1 ), un système dyna¬ 
mique du type 

x=f(x,t), t — 1. (9) 


Le système (9) admet une transversale fermée S' c T 2 d’équation t = t 0 . 
La transversale S 1 ne divise pas T 2 ; en vertu de (9), chaque courbe intégrale 
(x(0, 0 revient à S 1 au bout d’un temps f(x) = 1 . On obtient une appli¬ 
cation (difféomorphisme de degré 1 ) 

i/z : S 1 -*• S 1 < 10 > 


dans laquelle *(*) = y (T, + 1), 7(0 = (v, O e T-. On voit sur la hgure 106 
la courbe représentative de la fonction numérique y = tK-*) définissant 
l’application i \t (c’est-à-dire telle que >}>(x) = <P(x) mod 1)._11 ressort de 
l’égalité t(x + 1 ) = iÂ(.v) + (degré de i//) que iRv - 1 ) = *(*) - 1 0n 

peut poser ÿ(0) 5 = 0. Soit i }„(x) = 

= ^(ÿ(... ÿ(x) ...)) pour n > 0 


n 

et xjj.„ = (i/O - 1 (application réci¬ 
proque). Considérons 1 expression 


(fax) — x)jn OU 

(ici le numérateur est 1 angle de 
rotation du point .v en itérant n 
fois le difféomorphisme i//). On a le 

Lemme 1. a) La quantité (t/O-O 
— x)/n admet pour n-*oo une limite 
qui ne dépend pas du point x. 

b) Cette limite , appelée nombre de 
rotation de présente la propnete e{ seulement si l'application y 

suivante: le nombre de r ^ a,,on ** jjre poUu v , tel que V(x*) 
admet un point périodique, c 
ou /in/> \lt i \- ^ = V.\ 4 - DI • 



-1 _L. f 
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Démonstration. Proposition a). Soit «„(*) = W*) — * l'angle 
de rotation du point .y en itérant n fois le difféomorphisme On a 1 iné- 

841116 !a„(-v,) - a„(x a )l < 1 ; (12) 

elle est évidente quand \x k - x*\ < 1. Dans le cas général, on fera intervenir 
la périodicité de la fonction k„(.y). 

Soit un entier m„ tel que 

m„ < ot„(0) < m„ + 1. (13) 

Alors, quel que soit .y, il ressort de (12) et de (13) que |a B (.v) wi„ 1 < 2, 
ou | < A. Or, a nit (x) est la moyenne arithmétique de k 


quantités x„(ÿ ;(*)), f = 0, ..., k — 1. On a alors l’inégalité 

*«*(*) 


nk 


I < A 


les segments du type 


viennent se couper deux à deux ; 


Ainsi donc, quel que soit k, la quantité <x„ k (x)lnk appartient au segment 

_2 jjj _ i _ 2 "! 

—-^ ——— I. Puisque oi nk (x)lnk est symétrique en n et k, tous 

n n J 

[m n — 2 m n + 2“1 . 

—-* — vie 

l n n J 

la longueur de ces segments tend vers zéro. Leur seul point commun est 
précisément le nombre de rotation «. La proposition a) est démontrée. 

Proposition b). Soit un point périodique x- 0 ; si ÿ n (x 0 ) = x 0 , alors \j/ n (x 0 )= 

= *o + m. D’où i/^ n (x 0 ) = ^07 ^k„(x 0 ) = *o + et ~ 0K».(*o) — *o) = 

kn 

km m m 

= -= — . Pour k -> oo il vient a -- 

kn n n 


Soit réciproquement a = —. La fonction îj/ n s’écrit alors 

n 

^nU) = x -f m + 0(1) = x + m + A(x). (14) 

Si A(x) > 0 pour x quelconque, on a une inégalité plus forte A(x) ^ A 0 > 0. 
Le nombre de rotation s’écrira alors 


m A 0 m 

a > - \ -- > —r 

n n n 


(15) 


En effet, il suffit de prendre des indices multiples de n pour avoir 
^knW = * + km + kA 0 . 


(16) 
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Par un raisonnement analogue, on montre que l’inégalité A(x) < 0 ne peut 
pas être verinee, elle non plus, pour tous les x. Il existe donc un point x 0 
en lequel la fonction A{x) change de signe: c'est le point périodique. 
Le lemme est démontré. 

Corollaire. Si le nombre de rotation a est irrationnel , alors l'ordre 
des points x , iKx), ÿ 2 (x), . l* N {x) sur le cercle est pour x quelconque 
le même que si Von faisait une rotation de l'angle a. 

Démonstration. Il ressort de la démonstration de la proposi¬ 
tion b) du lemme 1 qu’on a \} n (x) > x + m si et seulement si a> m//z, 
ce qui démontre la conservation de l’ordre dans le cas où x -f na (mod 1 ) <-► 

\J/ n (x). Le corollaire est démontré. 


Les points périodiques de l’application ÿ conduisent aux solutions 
périodiques de l’équation (9). Ainsi donc, l'équation (9) admet des solu¬ 
tions périodiques chaque fois que le nombre de rotation a de l'application 
^ est rationnel (en vertu du lemme 1 ). Considérons à présent le cas où 
le nombre de rotation a est irrationnel et l'équation (9) n'admet aucune 
solution périodique. 


Lemme 2. Si le nombre de rotation est irrationnel , alors , pour tout 
point x du cercle S 1 , les ensentbles limites co + (x) et (o~{x) se confondent , 
sont invariants par la transformation i j/ et sont indépendants de x. 

(Ici l’ensemble œ±{x) réunit sur S 1 les points limites de la suite \p (x) 
pour n -► ± oo. Il se confond de toute évidence avec l’intersection 
<o±C) 0 s 1 où S 1 est le cercle répondant à la valeur t = t 0 < la courbe 
intécrale du système (9) sur le tore T 2 qui passe par * pour . 

Démonstration. Voyons d'abord si «=(*) est bien «variant 
par 1 1/* 1 . Si y e cü ± (x), il existe une suite »„ n.., .... telle que n k _ 
<\ut\j/ nk {x)^y. La suite i// ±1 (i// nk (x))= 

= i jj nk±l (x) converge alors vers le 
point ÿ ±l (y)' On a donc e 

€ CO^x). 

Démontrons la proposition auxi¬ 
liaire suivante: si les points y n (x) 
et ^(x) divisent le cercle en arcs a 
et ~à (fig. 107), chaque moitié de 

l’orbite UJ/ q (y), q ^ 0} et 
q < 0} admet des points sur chacun 
des arcs a et â. Prenons la moi îe 

oo, q > o}. Soient par exe ? p r , c „ • ••>^ < ave ? 

m > n et y À. Considérons & * ces arcs adhèrent l'une a 

x > 0). Il est évident que les extr m notone de points du cercle 
l’autre (voir fig. 107) en formant une sui entier. En effet, s il 

Tes arcs alnsi définis lecojvnrorfj ^iîits du type 
n’en est pas ainsi, les extrémités des arcs t 
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forment une suite monotone et bornée, donc convergente; elle convergerait 
vers un point fixe de la transformation y- m 9 dont l’existence est impossible 
en vertu du lemme 1 et de l’irrationalité du nombre de rotation. 

11 existe donc toujours un 5 > 0 tel que l’arc \p s{n ~ m \a) renferme le 
point y ; on a alors y g ^ s(n m \a\ d'où e a. (Pour q^O 

la démonstration reste la même, en mettant n — m au lieu de m — n .) 

Prenons maintenant les deux moitiés de l’orbite ty*(x), q > 0}, 
{\p q (y), q ^ 0} et considérons un point x 0 gcü + (x). Il existe une suite 
q k -> oo telle que i/A(x) -► x 0 . Chaque arc a k = [if/ qk (x) 9 \ p 9k +'(x)] renferme 
un point appartenant à la moitié {\p q (y), <7 ** 0 } de l’orbite, par exemple 
le point \p 5k (y)e a k = [ÿ q *(x) 9 i/^ k+, (x)]. Il est évident que les longueurs 
des arcs a k tendent vers zéro pour k -+ oo e t que la suite de points \p Sk (y) 
converge vers le point x 0 . On a montré que û)+(x) et co + (y) se confondent. 

On montre de la même façon que co~(x) et œ~(ÿ) se confondent. Le 
lemme est démontré. 

Théorème 1. Si le nombre de rotation est irrationnel , alors Vensemble 
limite o>(x) = cü(r) d'un point quelconque du cercle S 1 ou bien se confond 
avec S\ ou bien est un ensemble nulle part dense , fermé , parfait (c'est-à- 
dire un ensemble de Cantor). 

(Rappelons les définitions: un ensemble nulle part dense admet dans 
le voisinage de chacun de ses points un ouvert extérieur à cet ensemble; 
un ensemble fermé contient tous ses points adhérents; un ensemble parfait 
se confond avec l'ensemble de ses points adhérents, par exemple : un ensem¬ 
ble parfait n’a aucun point isolé.) 

Démonstration. Lensemble limite co(x) = w ± (x) est fermé par 
définition (voir plus haut). Montrons qu'il est parfait. Soit x 0 g co(x). Tous 
les points de ip g (x 0 ) appartiennent à co(a*) en vertu du lemme 2. Toujours 
en vertu de ce lemme, on a û> + (x 0 ) = co(x 0 ) = co(x). Il existe donc une 
suite q k —► oo telle que i/A(x 0 ) — ► x 0 . D’autre part, i/^ k (x 0 ) x 0 conformé¬ 
ment au lemme 1 . Ainsi donc, x 0 est un point adhérent à l'ensemble co(x), 
si bien que cet ensemble est parfait. Quels sont les cas où co(x) est un 
ensemble parfait sur S 1 ? Ou bien co(x) = S 1 (partout dense), ou bien co(a') 
ne contient pas tous les points de S 1 . Si l'ensemble co(x) remplit un arc b 
(même tout petit) sur S 1 , il existe toujours un arc plus petit a a b d'extré¬ 
mités x 0 , ^ (*Yo). Alors, en faisant la transformation i f/ m , les extrémités 
des arcs û, \p ( a ), ...,if/ sm (a) adhèrent l’une à l'autre, et la réunion des 
arcs a U V'(à) U ... U \p s,n (a) . . recouvre le cercle S 1 tout entier, comme 
dans la démonstration du lemme 2. Le théorème est démontré. 

Remarque. On peut construire des applications (^-différentiables 

S 1 - S 1 et des systèmes x =/(x, t ) du type (9) sur le tore; l’ensemble 
co(x) sera alors un ensemble de Cantor. Or, pour les applications (^-diffé¬ 
rentiables (et donc pour les fonctions analytiques /(x, f), en particulier pour 
les polynômes trigonométriques) on a un théorème spécial (dû à A. Denjoy) : 
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si le nombre de rotation est irrationnel , l'ensemble limite co(x) se confond 
avec le cercle S 1 tout entier (ce qui veut dire que les courbes intégrales 
du système sont partout denses sur le tore T 2 ). 

On doit admettre néanmoins que, parmi les ensembles limites des 
courbes intégrales des systèmes dynamiques non triviaux, l'apparition 
d'ensembles de Cantor est inévitable (à partir de la dimension 3), même 
au cas où les seconds membres sont algébriques. 


Théorème 2. Si l'ensemble limite œ(x) se confond avec le cercle tout 
entier (c'est-à-dire si les courbes intégrales de (9) sont partout denses ), 
R application i f/:S l -+S l est topologiquement équivalente à me rotation. 
Cela revient à dire qu'il existe un homéomorphisme (généralement non 
différentiable) h: S 1 —► S 1 tel que 


hifih-'(x) = x + a, <’ 7 ) 

où a est le nombre de rotation ( irrationnel). 

Démonstration. En vertu du corolla.re du lemme 1, es pom 
y = r(x) se suivent sur le cercle dans le meme ordre que les po n 

SSSiSâ 

par continuité l’application qui envoie les points a. P 

pondants de l’orbite de la rotation: 


h(.x n ) = na (mod 1 ). 

Le théorème est démontré. 


Remarque 1. Dans \t même pour des y 

rise» l’application ÿ. S--* à .est se La construction 

s:»— 


2. Pour 

a étudié jusqu’ici, 1 ensemble m . f P aux sur f ace s de genre g > 1 - si 
tout entier. Citons un resu ‘ ^ensemble minimal ferI ? e . “ 

le champ de vecteurs est C' -à J«te ' ( singu , ie r. ou bien une solution 

système dynamique es ou .. . théorème de A. Denjoy que 

périodique. C’est une généralisation dut c ,_ djfférentiables on construit 
vient de mentionner. Pour des yt: minima ux sont du type d un 

sans peine des exemples ou les 
ensemble de Cantor. 


8 28 - s ÆS , Æ*“^ é,e ’’ 

, Syst4mM * 
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Ici V est un point de M, et i; un vecteur tangent à M en v. Les extré- 
mums de l’action sur des courbes différentiables soumises a des conditions 
aux limites quelconques 


5 = ^ L(.v, x) dt, v = ÿ = x, x = y(t) 

Yv O 

conduisent à l’équation d’Euler-Lagrange, qui se présente localement 
sous forme d'une équation du deuxième ordre sur M: 


P* = 



ÔL 
dx* 


( 1 ) 


Dans le cas où la transformation de Legendre est non dégénérée (voir 

ÔL 

Première partie, §33), l’équation p x = -(x, v) admettant une solution 

ôv* 

univoque v* = if(x, p), nous obtenons un système de Hamilton équivalent : 


P,= 


5H 

dx* 


x* 


ÔH 

dp* 


( 2 ) 


Le système de Hamilton (2) est un système dynamique construit sur un 
espace fibré cotangent T*(Af) de dimension 2 n (où n = dim M); chaque 
point de cet espace est un couple (a\ p ), où p est un covecteur en x e M. 
La forme différentielle Q = 5] dx* a dp a est fermée (et même exacte, 

or 

Q = dco , avec o> = p T dx*), définie globalement sur T*(M) tout entier et 
non dégénérée: cela revient à dire que la forme Q n = £2 a... a Q 
(n fois, où n = dim M ) est proportionnelle à l’élément de volume avec 
un coefficient de proportionnalité non nul. La forme Q définit le produit 
scalaire (alterné et non dégénéré) de deux vecteurs: 

a n> = — <>?, O = J JW, (3) 

où a, b = 1, ..., 2/j; Si = J ab dy a a dÿ>\ les coordonnées (y 1 , ... ,y - n ) sur 
T*(M) se définissent par la loi y* = jc“, ÿ' +x = p a , a = 1 , Les équa¬ 

tions de Hamilton (2) ont la forme d’un « gradient alterné »: 

ÔH 

y = J ah » J ab J»c=à a c . ( 4 > 

iy b 

Le crochet de Poisson {/, g) de deux fonctions /, g sur l’« espace de phases » 
T*(M) est le produit scalaire de leurs «gradients»: 




( 5 ) 
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Puisque la forme Q est fermée, le crochet de Poisson introduit sur l’espace 
linéaire des fonctions une structure d’algèbre de Lie. Le « gradient » de la 
fonction {/, g } se réduit alors au crochet des « gradients » de / et g : 


f- 


g - (V*)= 




’-K» 


( 6 ) 


Tous ces résultats ont été obtenus (localement) dans le § 33 de la Première 
partie. Ils s’appliquent automatiquement aux variétés, car il s'agit d'identités 
locales. 


2. Systèmes de Hamilton sur les variétés symplectiques. Exemples. 
En étudiant les systèmes de Hamilton sur les variétés, on doit prendre 
en considération les deux circonstances suivantes: 

1 . Si ci) = H a dy“ est une 1-forme fermée arbitraire, le système ÿ = J ab H b 
définit un groupe de transformations canoniques S„ vu que toute forme 
fermée eu est localement la différentielle d'une certaine fonction: cependant 
eu peut ne pas être globalement la différentielle d'une fonction univoque. 

<> t es variétés du type T*{M) n'étant pas les seules variétés ou se 
construisent les systèmes de Hamilton, la forme Q n'est pas toujours exacte. 

DÉFINITION 1. Une variété M de dimension paire est d|t e w/ec/i^«e 
si elle es^ munie d’une 2 -forme fermée non dégénérée qui s écrit localement 


Q = J ab d)’ a a rf/, det (J ab ) ï 0. 

En pareil cas la matrice (J ab ) définit un ***. de gradient (ou e/e Hamilton) 
ÿ° = J ab H b , où H a dy a = eu est une 1 -forme fermee, dco - 0 (ou, loca emen . 

c/n 

le gradient d’une fonction H appelé hamiltonien : H a - J ' 

r, , rat, JiLJÏi- possède toutes les proprié- 
Le crochet de Poisson {/> Si ^ fiyb 

tés énumérées. ^ ^ yariété orientée M 

Exemple 1. La fo r me ^. ec J e te c ? oisir U ne forme proportionnelle a un 
à deux dimensions: il suffit de choisir 
élément d’aire. Localement on a 

q =f( y ',f)dy l *dy \ 

la forme Q est fermée, car son degrC “^donnée par les variétés kâhlé- 
Une classe d’exemples plus gener . ons q U ’ U ne variété c ° mp , ]e 

viennes (voir Première partie, § 27> RaPP métrique hermitienne g,p telle 
est dite kahlérienne si elle est munie a 
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que la forme = est fermée - Dans ce cas la forme 

/ où „ est la dimension complexe de la variété) est proportionnelle à la 
forme de volume avec un coefficient de proportionnalité constant et non 
nul (vérifier !). Il en découle en particulier que la forme Q sur une variété 

kâhlérienne compacte n est pas exacte. 

On voit donc que les systèmes de Hamilton peuvent avoir lieu sur les 
variétés kàhlériennes. Celles-ci peuvent être représentées par des surfaces 
riemanniennes, dont le cas le plus élémentaire est la sphère S 2 = CP 1 . 
Un système de Hamilton sur une surface n’est autre qu’un système pour 
lequel les transformations S, conservent l’aire (vérifier !). 

Exemple 2. Une série d'exemples intéressants est donnée par des algèbres 
de Lie semi-simples (voir § 3, n° 2) munies d’un produit scalaire invariant 
par tout automorphisme intérieur. Considérons par exemple l’algèbre 
de Lie so(n) du groupe SO(n) des matrices alternées n X n. Puisque so(n) 
est un espace linéaire, chaque vecteur tangent à la variété so{n) se réduit à 
un de ses points. Soient A, B, C e so(n). Posons 

Q C (A, B) = <[A, B], C> = Tr(C[/L 5]), 

ce qui revient à définir une 2 -forme sur so(n). 

Rappelons que le groupe SO(n ) opère sur so(n), son action étant définie 
par la formule 

C m>- qCq- 1 ( qeSO{n), C e so(n)). ( 8 ) 

Exercices. 1. Vérifier que la forme Q sur so(n) est invariante par les 
transformations ( 8 ). 

2. Montrer que toute restriction de Q à une orbite de l'action ( 8 ) est 
une forme fermée non dégénérée (au moins pour les orbites qui ont la 
dimension aussi grande que possible). 

Pour SO(3) on a so(3) = R 3 , et le crochet [ç, ij] se confond avec le produit 
vectoriel. La forme Q s’écrit 

fl) = <*, [<Ü, rj\) 

OU 

Q = constU 1 dx 2 a dx? — x 2 dx 1 a dx 2 + x z dx 2 a dx l ). 

Cette forme est invariante par rotation et non dégénérée sur les sphères 

XW = const. 

« 

Considérons des équations du type d’Euler 

M = [M, Ql Q = Q(M) (9) 

dans l'algèbre de Lie so(n) du groupe SO(n). Ici M = JQ + QJ , J {j = 
= ï-i > (On prendra garde à ne pas confondre Q avec la forme 
décrite plus haut!) 
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Exercices. 1 . Montrer que toute équation du type (9) définit un système 

de Hamilton sur une orbite de l’action (8) du groupe SO(n) sur so(«). 
(Le système en question se confond avec l’équation eulérienne de rotation 
d’un solide libre pour n = 3, où est le vecteur vitesse angulaire et M 
le moment, la relation entre et M est définie par le tenseur d’inertie J 
du solide.) 

2. Montrer que chaque orbite de dimension maximale est une variété 
kâhlérienne. 

3. Flots géodésiques. Une classe de systèmes de Hamilton particulière¬ 
ment importante en géométrie est constituée par les flots géodésiques. 
Un flot géodésique se définit sur la variété T = T(IW) des vecteurs tangents 
à une variété différentiable munie de la métrique riemannienne g 3fl : son 
hamiltonien s’écrit (localement) sous la forme 


H(x, P)=~ g* p PiPp’ 




( 10 ) 


Ce hamiltonien provient du lagrangien L - X - qui définit 

les géodésiques paramétrées par le paramètre naturel. Rappelons le principe 
de Maupertuis selon lequel, en particulier, une particule placée dans un 
champ de forces potentielles U(x) se meut sur une variété M munie d une 
métrique g aP (x). pour un niveau d'énergie constant E = H(x. p ) - 

= _L + U{x), suivant les géodésiques de la nouvelle métrique 

2 

g iP (x, E ) = const(£ - u(x))gjx) 0 *) 

(bien que le paramè.re de parcours n. soi, £ 

problème dextrémum, voir Preoiicrc par à un feoil |,. tage 

de Maupertuis permet d assimiler le no e h 

dimensionnel sur M. eéo désiques seulement sur 

Nous considérerons désormais A riem g ann ienne (positive) g„ en 

suVosaït téS M M fe“ S En^e donnât un niveau d’énergie constant 

£ - 1 ^ p) = 1 <P, A on obtient un système dynamique sur une varie, 

compacte d’éléments linéaires de '^^de^as^AL En se plaçant sur 
un fibré de fibre S " -1 (où « = dim .^ e on peut dire que ce système 
le point de vue de la théorie q ^ co urbes intégrales périodiques 

est exempt de points singuliers e d topo i 0 gique des points entiqu 
peuvent être étudiées à l’aide de r cspa ce de toutes les courbes ferm ® ' 

de la fonctionnelle de la longueur | es variétés compactes qui 

Un intérêt particulier est prejf" P d bidimensionnelles. Consid 
la courbure négative dans toutes les direct 
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rons, pour plus de simplicité, des surfaces M munies d’une métrique de 
courbure totale négative constante. Le flot géodésique sur une telle surface 
est un système dynamique (champ de vecteurs ç) construit sur la variété 
T= T(M) des éléments linéaires (unités) tangents à la surface M . ou 



le niveau d'énergie H{x,p) = 1. Il se trouve que chaque classe d’éléments 
conjugués du groupe n^M) définit exactement une courbe intégrale pério¬ 
dique. Un trait particulier de la métrique de courbure négative est le compor¬ 
tement «exponentiel» des géodésiques. Soit y(t) une courbe intégrale du 
champ £ sur T (c’est-à-dire une géodésique sur M). Il existe alors une 
famille de géodésiques qui tendent exponentiellement vers y(t) quand 
t — oo. C’est une surface dans T qui intercepte y(t). Désignons-la 
par R+(y). On définit d'une façon analogue la surface R-(y) pour t — oo 
(fig. 108). La définition exacte de R+ et R _ est la suivante: sur le revê¬ 
tement universel de M, c'est-à-dire sur le plan lobatchevskien L 2 , la sur¬ 
face R ± est constituée par les géodésiques qui aboutissent à un même 
point de l’absolu pour t ± oo (fig. 109). 

L intersection R-(y) D R + (y) est exactement la géodésique y. La situa¬ 
tion est fort curieuse: chaque courbe intégrale y a T appartient simulta¬ 
nément à deux surfaces: R + (y) z> y et R_(y) z> y, ce qui fait que la variété 



compacte T est «feuilletée» par deux familles de surfaces R + , R_ présen¬ 
tant les propriétés énumérées plus haut. Or, le système dynamique n’est 
pas intégrable, n admettant pas d’intégrales premières (bien plus, chacune 
des surfaces R+,R_ et «presque chacune» des courbes y appartenant au 
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flot géodésique sont partout denses dans T; nous ne le démontrerons 
pas ici). Les familles de surfaces R + , R. sur T donnent un exemple très 
intéressant de «feuilletages bidimensionnels»; nous en reparlerons 
plus tard. 

Exercice. Montrer que les feuilles R + , R_ sont (topologiquement) 
ou bien des plans R 2 , ou bien des cylindres S 1 x R 1 . (Les feuilles R + , 
sont munies d’une topologie en prenant les intersections des composantes 
connexes des ensembles ouverts dans R+ ou dans /?_ pour la topologie 
induite.) 


4. Théorème de Liouville. Les flots géodésiques admettent quelquefois 
des intégrales de mouvement «surabondantes», par exemple quand la 
métrique sur M admet un groupe des déplacements non trivial (espaces 
homogènes, surfaces de révolution), ainsi que dans quelques autres cas 
particuliers. En présence d’intégrales surabondantes, aucune courbe inté¬ 
grale ne peut bien évidemment être partout dense sur la variété T Y des 

vecteurs tangents unités (p,p) = constj. Une situation analogue 

a lieu avec des systèmes de Hamilton d’un type plus général, qui présentent 
des intégrales «surabondantes» en plus de l’énergie. Un théorème d impor¬ 
tance exceptionnelle, dit théorème de Liouville, concerne le cas où les 
systèmes de Hamilton à n degrés de liberté construits sur R 2n (ou sur une 
variété symplectique quelconque M à 2n dimensions munie de la forme il) 
admettent exactement n intégrales fonctionnellement indépendantes/, - ^ 
U • • - ,/„ dont les crochets de Poisson s’annulent deux a deux, 

1 (Liouville). Supposons qu'ait système de hamlmitnH. 
êgrales /, - H,U -J. V-M ~ °" “ 


Théorème 
admette n intégrales 

alternés linéairement indépendants ç 


_ jab Ml (j se déduit de l'égalité 


cy» 


a - dy- A dA où y sou, des coordonnée, locales,. ® : 

1) Les surfaces de niveau des intégralesf - *> • ^ sup - rieur à „ ■ 

groupes quotients de R ” par des ,eSe ™t rtes non singulières sont des tores 
en particulier, les surfaces de niveau compactes non smgutu 

à n dimensions. _ f = a 

2) Si une surface de niveau du OP* .A ~données ", 

on peut introduire dans son J 

(0 ^ q>, 


, est compacte, 
.s„, <Pi -. <P» 


■uauirc nuit» - - 

2 n) («action-angle») telles que. = - 

a) ‘Â = Yds a Ad<p u ou {*., h ) = W» *> ~ *** * 

ém, des coordonnées sur les surfaces f,- 


b) s x = sff, • • -,/„)> ( P< 

= const i ..... , a i SS e transcrire sous la forme 


c) le système en question se 

f = 0<=> = 0, 


<P: 


= (OjiSib • • • *» s n)- 


( 12 ) 
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Démonstration. La surface — û,, ... Jn a » est une va ' 

riété différentiable à n dimensions que nous noterons M {a u . Les 

gradients alternés çf = J* fj sont tous linéairement indépendants par 

hypothèse. Alors, puisqu’on a {/«,/,} = 0 par définition, tous les champs 
de vecteurs Çj sont tangents a la surface M n (a i, . •.« o n ) et commutent deux 
à deux. Ainsi donc, la variété M (et plus particulièrement la surface M n (a 1 .... 

.. a n ) et son voisinage) subit l'action du groupe R" aux générateurs 
Choisissons un point de base .v 0 e M n (a u .. a n ) et construisons un réseau 
dans R" en disant qu'un vecteur de R" appartient au réseau chaque fois 
que faction de d sur .v 0 se réduit à a' 0 . On a ainsi un sous-groupe {d} a R": 
ce sous-groupe est discret, donc isomorphe au réseau sous-tendu par k 
vecteurs dans R", k ^ n. De toute évidence, ce n'est que pour k = n qu’on 
obtient une variété compacte, en l’occurrence T n . La proposition 1) du théo¬ 
rème est démontrée. 

Passons à la proposition 2) et choisissons d'abord un point de base 
x 0 (a l9 . .tf„) qui dépende continûment de la surface de niveau dans un 
petit voisinage de la surface en question. Cette surface de niveau admet des 
combinaisons linéaires rjj de champs J] bjÇi = rjj, telles que les coordon¬ 
nées qu elles définissent sur le groupe R n opérant sur T n = M"(a l9 . .., a n ) 
se confondent avec les angles 0 <<p y ^ 2n (<p y = 0 est le point x 0 ). Les 
coefficients b) dépendent de a l9 ..., a n dans le voisinage de la surface de 
niveau choisie. Il vient donc 

= f,- 

Par là même, on introduit des coordonnées q> u .. ., <p n dans tout un domain : 
entourant M n (a 1 ^.. , a n ). Dans ce domaine, on a les coordonnées (/,, . . . 
— J n* () j' * <P a ) et l a matrice non dégénérée des crochets de Poisson 

fifiJj} = 0, 0 A(f)\ 

U Vi'fjl {VhVj}) \-A T (f) B(f)j 

où det A / 0. Introduisons maintenant des actions variables s t = .. 

v/n)» avec i = 1 . Dans l’espace de phases R 2 " muni de coordon¬ 
nées canoniques (g l9 . . ..,/?„) les actions variables s’écrivent 

comme suit: 



Ici y, est lï-ième cycle de base du tore T", y,: ÿj = const 

P°ur / # /. Il est clair que les crochets de Poisson s’annulent deux à deux, 
fa’ Sjl = 0, pour /, j quelconques, car {/„ /}} — 0. 


§ 281 
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(15) 


munie 


Exercice. Montrer que les actions variables sont canoni¬ 

quement associées aux angles variables (p u ..(j> H : 

fa> <Pj } = ôjj, i,j = 1, 

Prenons une variété symplectique quelconque M à 2n dimensions 
de la forme 

Q = J ah (/y Ad/. 

La forme Q s annule sur les tores T", aussi est-elle exacte dans un certain 
voisinage du tore T": 

Q = dw. 

Les actions variables sont analogues à (14): 

1 


Si = 2nV ) ' 


i = I. ..., w. 


(14') 


Posons maintenant 


(pi = <Pi + .... s„). (16) 

Choisissons b t à partir de la condition {<p ( , <Pj} = 0: cela est licite, car on 
a {sj, q>i} = ôij. Les coordonnées 

<Pi = <P{ + b|(/l, . . ../n) 


introduites sur chaque surface de niveau — a u , . ••■/« ■ . 

fondront avec les angles précédemment choisis tp-, a une translation pre . 

La matrice des crochets de Poisson s écrit 


{s h Sj) = {<Pi, (pj) = 0- {*!’ viï - Ô,J ' 

le hamiltonien H — fi devient 

H — 7i( y i. • • • > s <^' 


(18> 

(19) 


tandis que la forme Q se note comme suit: 

Q = £ ds x a d<p 2 . 

S. Exemples. Déjà ds„s I. ^ 

la situation résumée par le t tov.m que b «rtkce.de u,«ea« 

H(i pf-Ts1i?cômtS (%■ l'O' O» » *•« ““ d0n " œ tan °'"- 

ques (« action-angle ») 

ero-i,* *.a-*»* <20> 
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t Une particule clans un champ de forces potentielles a symétrie sphé¬ 
rique U(r) r = W. y 1 = .y, -y 2 = v, -Y 3 = s (voir Première partie, § 32). 
On a trois intégrales: 


32). 

( 21 ) 


f = H. U = / 3 = M 2 = E M i- 

Vérifier que = 0. 

3. Les géodésiques sur une surface 
de révolution (autour de l’axe des z, 
voir Première partie, § 31). On a 
deux intégrales: 

f=H = ^g ij v i v J , x 1 = r, 

( 22 ) 

x 2 = <p, fi = p =■ M. 

Nous avons vu quelques consé¬ 
quences de ces lois de conserva¬ 
tion, par exemple le théorème de 
Clairaut et l’intégrabilité complète 
du flot géodésique. 

4. Lagrangiens à haut degré de 
symétrie . Déjà dans la Première 

partie (§ 29), nous avons construit les géodésiques sur la sphère et le plan 
lobatchevskien. On trouve d’autres exemples de lagrangiens à symétrie 
sphérique dans des problèmes relativistes : a) le mouvement d’une particule 
chargée dans un champ de forces centrales de potentiel a /r (Relativité res¬ 
treinte); b) le mouvement d’une charge d’essai de masse non nulle dans 
le champ gravitationnel de Schwarzschild (Relativité générale, voir Pre¬ 
mière partie, § 39). 

a) En définissant le mouvement de la particule dans un champ de forces 
potentielles à l'aide du formalisme tridimensionnel de lagrangien L\$ Tt en 
relativité restreinte (voir Première partie, § 32), on est conduit au lagran¬ 
gien suivant : 



r o (, w* y /2 a 

L = me 2 ( 1-J- 

\ c 2 ) r 


(23) 


Dans ce cas le hamiltonien de la particule (voir Première partie, §§ 32, 
39) s’écrira comme suit: 


H(p) = c y p 2 + m 2 c 2 + — * (24) 

r 

où p est l'impulsion tridimensionnelle (p l9 /? 2 , p 3 ). 

Puisque le moment total est conservé, le mouvement est plan. Suppo¬ 
sons qu î se produise dans le plan (x, y) muni de coordonnées (r, (p). 
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Posons M = Py. On a alors (voir Première partie, § 32) 

M 2 
r 2 


P 2 = P 2 r + P = (Pn Pvh 


H = 8 = c^p* + f*- + y = const. 


(25) 


Si l'attraction existe, on a a < 0. Si Mc > |a, les formules (25) mon¬ 
trent que la chute sur le centre est impossible, tout comme en Mécanique 
classique. Si Mc < |ocj, la chute sur le centre est possible. 

En cherchant la solution exacte d’un problème plan à symétrie sphé¬ 
rique, on se servira utilement de l’équation de Hamilton-Jacobi (voir Pre¬ 
mière partie, § 35). Posons p a = - 6 —, H = — . Mettons l’équation 

cbt* c7 

E = //(x, p) sous la forme 


_ ss — „(*, ss v 

it ^ Ix) 


Cherchons la solution de (26) en coordonnées (/•, q>) sous la forme 
S = —Et + Mq> +/(r), f=f(r, M, E). 

■ èS 

La courbe intégrale r(cp) aura pour équation —— — const. 

cM 

Pour le hamiltonien (25) on a 


(26) 


(27) 


Pour S = —Et + Mcp +/(r, M, E), il vient définitivement 


*?+»*>+- 

2 r 


La courbe intégrale r(<p) s écrira 


— rn 2 c 2 dr. 


dS 


= <P 


Sf 


= const. 


(28) 


(29) 


(30) 


PM dM 

La dépendance vis-à-vis du temps r(t) est définie à partir de 1 équation 


OS 

-= const. 

dE 


Exercices. 1. Montrer que pour a < 0 et Mc < 1*| les solutions repré¬ 
sentent des spirales dont le rayon r s'annule en un temps fini. 


19 - 302 
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2. Soient a < 0 et E < me *. Montrer que les courbes intégrales ne sont 
pas fermées en général. Chercher la correction pour le mouvement ellip¬ 
tique en Mécanique classique. 

b) Problème de mouvement d’une particule de masse non nulle, m > 0, 
en métrique de Schwarzschild (voir Première partie, § 39). Pour r > a, 
on a en coordonnées ( t , r, 0 , q> ) 

ds 2 = f 1 - — j c 2 dt 2 - dr 2 - r 2 (d9 2 + sin 2 9 d<p 2 ). (31) 

r 

Le hamiltonien se présente comme suit: 

H = \ PoPb , a, 6 = 0, 1,2,3. (32) 


On a 


ensuite *»= (g nü )~ l = j^l - yj \ g” = (^)-i = i _ 


Le mouvement est plan, on peut donc poser 0= —. En coordonnées /, r, (p y 

2 

= et on obtient pour l’équation de Hamilton-Jacobi 
cS dS u 

___^ =const= 

r 

le seco ° d membre peut être identifiée à la quantité 

" ’- 3 > defi ? 11 une , su ^ face massique. De même que dans le cas a), on 

cherche I action S sous la forme 


s = -Et + Mcp +f(r, M, E). 

Les fonctions r(t), r((p) se cherchent à l’aide des équations 

dS 


(34) 


dS_ 

SE 


= const. 


dM 


= const. 


<34) da ” S (33) ' °" l éq»«ion de la 

< 35 > 

La quantité E = c ?0 peut être identifiée à l’énergie de la particule (E > me 2 ). 
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Remarque. En faisant tendre m vers zéro dans (35), on obtient l’équa¬ 
tion du mouvement des particules de masse nulle: tel est par exemple le 
cas des rayons lumineux en métrique de Schwarzschild. 

La variation de r en fonction de t est définie par l’équation 


( 1 - —r' ~ = — [E 2 - l/ 2 (r)P, m * 0, (36) 

v r J cdt E 

où U(r ) = me 2 1^1 — — j • La quantité U(r) est appelée 

«potentiel effectif» pour le moment M donné. Pour Met £ donnés, la con¬ 
dition L 7 (r) < E définit les domaines de mouvement admissibles (suivant r). 

L’allure des courbes représentatives de est montrée sur la figure 111. 

me 2 

Nous voyons que le potentiel U(r) peut passer par un maximum pour 
des valeurs de r de l’ordre de 2a, en fonction de M. Pour r -*• oo, on a 
[/( r ) i. La figure 111 montre en particulier que le champ de gravitation 
peut « intercepter » les particules : c’est le cas du mouvement r(t), où 
r(— oo) = oo et r(+ oo) est fini. 



§ 29. Feuilletages 

1- Définitions SAÎ^ 

tiable do direction, PHn ,ou,“spaco l,néa,ro <=-d,men- 

qui à tout point x de M fait P ^ , a distribution es t intégrable 

cinnnAl I tâneent 1 xtVl' **) ^ 
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si par chaque point de M on peut faire passer une surface intégrale A-di¬ 
mensionnelle tangente en chacun de ses points a la distribution. 3) On 
parle d'un feuilletage (de dimension k) défini sur M si la variété M est « feuil¬ 
letée» par des surfaces Adimensionnelles, c’est-à-dire si par chaque point de 
M passe une (et une seule) surface différentiable Adimensionnelle qui dépend 
différentiablement (ou continûment) du point en question. Ces surfaces 
sont appelées feuilles du feuilletage. On doit pouvoir introduire, dans le 
voisinage de chaque point de la variété, des coordonnées locales (a 1 , .. 

v 1 , ...,/*"*) telles que les surfaces de niveau y 1 = a y , - y n ~ k = a n _ k 

définissent les feuilles dans ce voisinage, a 1 , ..., a** étant des coordonnées 
locales sur les feuilles. 

Les feuilletages sont définis par des distributions intégrables. 


Exemple 1. Le feuilletage unidimensionnel, dont on a déjà parlé plus 
haut, se définit par un champ de vecteurs ou de directions qui ne s'annule 
en aucun point. Un feuilletage unidimensionnel différentiable est tou¬ 
jours intégrable, en vertu du théorème local d’existence et d'unicité des 
équations différentielles ordinaires. Ainsi donc, toute distribution uni¬ 
dimensionnelle définit un feuilletage. 

Exemple 2. Soit un champ de vecteurs complexe (ou un champ de direc¬ 
tions complexes unidimensionnelles) défini sur une variété complexe à n 
dimensions. Dans le cas holomorphe, de la même façon que précédemment, 
cette distribution est toujours intégrable et engendre un feuilletage unidi¬ 
mensionnel complexe. Plaçons-nous par exemple dans le cas de n = 2. 
Soit une équation complexe 


dw Q( z , w) K 

-S e = o e Vn dCUX ?°'r mCS de d egré W . La distributio, 
c. Il » a plus: «„ ""IP*™ “ 


Z — —- 


W — 


"0 I/o 

plcxe^défini par la fonue ?” n?’ "" feUi " eta * c com- 

polm où ÎTa P=S _ " ^-(voir S27 pou, Rp.). Chaque 

veut dire au juste que le feuilletaoe P °Sa*fi'® Uller IPdHIetage, ce qui 
l’ensemble de ces points. * es dePlnl sur I e complémentaire de 

Exercice. Chercher les points singuliers à l’infini. 

complexe'd t ans S ?e^ofsin t agé e d , un C poin°^in , gul > ier^non e |dégénéré n ^n I a* eta ^ e 

dz --- P( z , h) dl, i = p, 
dw = Q{z, w) dt, w,= Q. 


( 2 ) 
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Considérons le point singulier P = 0, Q = 0. Supposons que le point 
z = w = 0 soit singulier et que la partie linéaire 


z = az + bw + ... , Q) 

w= cz -j- dw ~ ... 

des équations (2) soit non dégénérée, en sorte que ad — bc ^ 0. En situa¬ 
tion générique les valeurs propres sont distinctes, si bien que le système se 
laisse réduire, par un changement linéaire, au système 


z = X\Z -j- ... , 
tV= À 2 w 


(4) 


Posons A 




dz 


Discutons le système purement linéaire — = A — . On 
A 2 dw w 

obtient une solution générale de la forme z = aw*, ainsi que deux feuil¬ 
les A (z = 0) et B (h» = 0). En éliminant le point singulier (0, 0), on obtient 
un feuilletage exempt de points singuliers défini dans le domaine C 2 \0. 
Les feuilles A et B sont multiplement connexes (c’est-à-dire qu’elles ont 
toutes la topologie de C\0). 


Exercice . Soient deux générateurs y, g n^A), y 2 g n^B). Montrer qu’ils 
sont tous deux cycles limites d’un feuilletage. Calculer la représentation 
de l’holonomie 

7 i -> R v t 

(voir les définitions page 299). 

Remarque. La question de savoir si le système (3) se laisse réduire à un 
système purement linéaire par un changement de coordonnées analytique 
complexe dans le voisinage du point singulier (0, 0) est assez compbquee, 
et nous ne la discuterons pas ici. 

Exemple 3. Soit un espace fibré £ de base M, de groupe structural G, 
de fibre F et de projection p:E-*M. Nous avions defini la connexion 
dans ce fibré comme une famille de « paliers» horizontaux R"0) en chacun 
des points y e E (voir § 24). 

Exercice Montrer que la distribution des paliers dans £ est intégrable 
(c’est-à-dire engendre un feuilletage ,,-dimensionnel) si et seulement si le 
tenseur de coufbure de la connexion est identiquement nul (voir la con- 
dition d’intégrabilité dans les alinéas qui suivent). 

SHa connexion engendre une distribution mtegrable, chaque leu.lle W 
du feuilletage^ admet une application isomorphe locale sur la base. A.ns, 
donc chaque feuille est un revêtement au-dessus de M. Le groupe de mono- 
dromie de ce revêtement s’appelle en l’occurrence «groupe d holonomie 
discret» (voir § 19). Si la base Mest simplement connexe, chaque feuille 
admet une application globalement isomorphe a M. 
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Définissons les critères d’intégrabilité, par exemple pour une distri¬ 
bution Àr-dimensionnelle. 

Enoncé I. En expression locale, le problème d’intégration de la distri¬ 
bution A-dimensionnelle s’écrit: 


=/?(*> j), a = 1 , ...,n-k, fi = l, ..k. ( 5 ) 

Si le feuilletage est intégrable, ses feuilles /c-dimensionnelles se laissent re¬ 
présenter (localement) par des fonctions vectorielles 

/■(.V 1 , **), a= 1 , — k, 

°ù (-* 1 .A • • •, y"~ k ) sont des coordonnées locales sur la variété 

M. La condition d’intégrabilité découle de la condition 


dy 

dx*dxr 




_d_ 

ô.y 




( 6 ) 


Enoncé II. Considérons deux champs de vecteurs arbitraires Ç, tj tan¬ 
gents en tout point à la distribution Ar-dimensionnelle. Si le feuilletage est 
intégrable, le crochet des champs [ç, tj] doit être tangent à la distribution 
lui aussi. C est aussi une condition suffisante. (Nous ne démontrons pas la 
suthsance des conditions énoncées. Leur nécessité est évidente; vérifier!) 


Exercice. Montrer que les énoncés I et II sont équivalents. 

variétés!”» dfm^ e “ ant \ UD autre CaS P articulier d es feuilletages sur des 
= à,„ dimensions, à sa,« r: les feuilletages dont les feuille? on. la di- 

ta(Jp .- fi . . l.ou «feuilletages de codimension 1 ». Un tel feuille- 
ni localement par une 1-forme (ou équation de Pfaff) 


® = Pi (x)dx l = 0 ; ( 7) 

fc™e"“ ISÜL’TJiïZT "A"* dans “ IX*« singulier. Si la 
ntent « ? “! En «**• °" * taie- 

saàtiE, 

'•équation de PWr/W® - 0 é,°u°ivau, àïlaSd ““ o“car/ï 0^ Cffel ’ 

menl!Z7ïlSsydéL1i- r l P i U \ 8 “ éralemem qu ' 1 "’ f ' uin « a 8' * codi- 

ment de M par une éauatinn ^ a f ? U , e V0Isin age Uj pris dans un revête- 
U ‘ n U J, par /„(*)«, = eo*(Af u (?) ’ * ^ ^ intersections 

Remarquons ensuite que si d(fo>) = 0 , alors do =* — (1 a <u. Deux 

conclusions s imposent: a) dco est divisible par eu; b) co a dœ = 0. 
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Exercice. Montrer que la condition d’intégrabilité de la distribution 
(non singulière) o = 0 est équivalente à chacune des conditions a) et b) 
ci-dessus. 

Dans l’espace à trois dimensions R 3 , la forme co se note comme un champ 
de covecteurs P = (P a ), et la quantité do, comme rot P. La condition b) 
s'écrit 

<P, rot P) = 0. ( 8 ) 

2. Quelques exemples de feuilletages de codimension 1. 1. Soit une 
forme fermée œ, do = 0, définie sur une variété compacte M. L’équation 
co == 0 définit un feuilletage de codimension 1. Considérons une base de 
cycles unidimensionnels z 1 ,...,z q dans le groupe HJM) = HJ Tors 
(Tors = torsion). La forme eu définit une famille de « périodes » 


O CO = Clj, 


j= 1 , 


Il est certain que la forme p*(co) est exacte sur le revêtement universel 
M M, TT, (M)= 1 : 

p* (co) = df. (9) 

Il existe cependant un revêtement plus petit M sur lequel la forme 
PÎ (ci) est exacte. Soit A le sous-groupe maximal du groupe n x (M), 
c’est-à-dire tel que pour tout z e A on a 

^Û> = 0. 00) 

Z 

Il est évident que A contient le commutant du groupe en parUculier, A 
est un sous-groupe distingué. Considérons un revetement Pl . M 1 -* M 

tCl qUC 7 t x (M x ) = p x ^ x (M x ) = A c n x (M) (10 

(voir § 19). Un tel revêtement admet un groupe de monodromie 

B = <jn x (M) = ^1 (M)!A- 0-) 

La forme pf(co) admet évidemment des périodes nulles sur A/,. Il en 
découle que p[(œ) = dg, où g est une fonction numérique sur M x . Il vient 

X 

g(x) = J/>î (<»)■ (l3) 

*0 

L’intégrale se prend le long de n’importe quel chemin reliant * 0 et a sur M x 
et nl ^pend p P as de ce chemin. En relevant la distnbution sur le revete- 
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ment le feuilletage initial sur M devient donc une famille de surfaces d e 
niveau de la fonction g(x ), le groupe de monodromie du revêtement étant 
un groupe abélien libre. 

Exemples. I. a) Soit A/ un tore T n muni de coordonnées angulaires 
<p\ 0 ^(p'^ 2 n. Considérons la forme 

to=-bid(p\ bj = const. (14) 

Exercice. Montrer que le revêtement minimal M x ^ T n , pour lequel 
p*(co) = dg , admet un groupe de monodromie Z + ... + Z, où le nombre 
de termes est égal au rang de la famille {h ln ..., b n ) sur le corps des entiers 
rationnels Q. 

b) Soient M une surface riemannienne compacte (variété complexe 
à une dimension), et a> une différentielle holomorphe qui se présente loca¬ 
lement sous la forme co=f(z)dz, où f(z) est une fonction analytique (exemp¬ 
te de pôles). Considérons la différentielle Re eu, où l’on a localement 

Re eu = Re ( f(z)dz) = Re(w + iv) (dx + i dy) (15) 

(z = x + />, f = u + iv ). L’équation Re a> = 0 définit un feuilletage uni¬ 
dimensionnel sur M. 


Exercice. Montrer que tous les points singuliers du feuilletage unidi¬ 
mensionnel sont des points cols (s’ils ne sont pas dégénérés) et que leur 
nombre est égal à la caractéristique d’Euler-Poincaré de la variété M. 
Chercher les courbes intégrales du feuilletage unidimensionnel sur les sur¬ 
faces riemanniennes hyperelliptiques du type 

M ' 2 = P 2n + l(z) = fi ( Z ~ Z «)> Z P- (16) 

ot=0 

Sur cette variété les différentielles holomorphes eu (sans pôles) se présen¬ 
tent comme suit: 


Q(z)dz 

Vp*+ l(t) 


(17) 


où le degré du polynôme Q n’est pas supérieur à«— 1. Montrer que, pour 
presque toutes les familles (z a ) et presque toutes les formes œ du type (17), 
il existe une courbe intégrale partout dense sur M. Chercher les feuille¬ 
tages engendrés par des formes qui admettent des pôles, c'est-à-dire des 
formes du type (17) pour lesquelles Q est une fonction rationnelle. Quels 
points singuliers correspondent aux pôles de eu? 

2. Dans les paragraphes précédents, nous avons déjà étudié en principe 
des feuilletages plus compliqués qui se traduisent par des familles de surfaces 
de niveau d’une fonction sur un revêtement (cette fois-ci non abélien). 
Considérons l’espace d’éléments linéaires unités T au-dessus d’une surface 



compacte Mg munie d une métrique de courbure totale constante négative. 
En étudiant les flots géodésiques, nous avons défini sur T deux feuilletages 
(bidimensionnels): R + et R__. Les feuilles de R+ (resp. de R_) étaient cons¬ 
tituées de géodésiques qui se rapprochaient asymptotiquement pour 
t -+ + 00 (resp. pour t -+ —00). L’intersection R + fl /?_ se réduit à une 
géodésique unique. Sur le revêtement universel de A/ 2 , qui est le plan loba- 
tchevskien L 2 , les feuilles de /?+ sont constituées par les géodésiques qui 
aboutissent à un même point de l’absolu pour / -> + 00 (voirfig. 109). 
Pour T le revêtement correspondant p x : T x -> T n’est pas universel: c’est 
l’espace d’éléments linéaires unités au-dessus de L 2 qui tend vers la feuille 
S 1 . On a donc = Z. 


Exercice. Démontrer, à l’aide des résultats sur les géodésiques fermées, 
que Je feuilletage R + (ou R_) ne se traduit par une famille de surfaces de 
niveau d’une fonction numérique que sur des revêtements p 2 : T 2 -> T tels 
que T 2 est un relèvement de T 1 . [Rappelons la structure du groupe n x (T): 
ses générateurs a j9 ... , a g, b ly ... , b g , t vérifient les relations 


n apfli l b] 


■> - r 2 - 


a{i = ta,-, 


(voir § 24). Le groupe de monodromie du revêtement T x -> T se confond 
avec le groupe n^Mj) = ^CO/fr). C’est un groupe non abélien.] 

Les feuilletages R+, R- sont exempts de points singuliers. Leurs feuilles 
peuvent avoir des topologies différentes : il est évident que les feuilles de R + 
tendent vers une géodésique y pour t -► + 00. On a donc R+ ~ R S1 a 
géodésique y est non périodique, et R+ » S 1 X R 1 si y est périodique. 
(L’ensemble des géodésiques périodiques est fini, au même titre que 1 en¬ 
semble des classes de conjugaison dans 

Remarque. L’existence d'une paire de feuilletages R+ et R- 
les propriétés énumérées est typique pour les flots geodesiques 
faces compactes à courbure négative, ainsi que pour cer aines . a i* 
faces. Cette circonstance a une importance exceptionne e en consé- 

tative des systèmes dynamiques; elle donne lieu a tou e une 
quences remarquables que nous ne considérons pas ici. 

3. Citons nn exemple géométrique simple de b.d,me^.on„d 

(de Reeb) dans un tore plein O-xS- dont le bord (tore) r - d(C XS) 
constitue une feuille à lui seul. Considérons un om n~D t xR‘ 
v = R> défini par -eo < x < OO. ^ 1 . ent»rte q»e (/.» x* 

(% 112). Les feuilles intérieures au cylindre se déduise . 

« faisan, des translations ,v - x + a. où u es. un nombre 
Le bord est donc une feuille. Chaque feuille es aus 

transformation 


y 


— v, 


x. 
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On obtient le feuilletage (fig. 112 ) en effectuant la rotation dans le plan 
(y, z) autour de Taxe x. En identifiant (a*, y, z) à (x + 1 , y, r), on obtient 
un feuilletage de Reeb dans D 2 xS l . Puisque le bord d(D % X S 1 ) est une feuil- 



i 

ït 

ïr 


fl 

r 

Î)\ 

ii \ 



-A 

7* 

V- 


1 tyTJ 



-* 

1 

-JO-—--U 


Fig. 112. 


le (le tore T 1 ), il suffit de recoller deux feuilletages de Reeb le long de leur 
bord commun pour obtenir un feuilletage sur la sphère: 

S* = (D*xS l ) U (S l xD 2 ). 

Indiquons deux invariants topologiques importants d’un feuilletage: 
le « cycle limite » et le « cycle évanescent ». 

Soient une feuille W d’un feuilletage Ar-dimensionnel sur un compact 
//-dimensionnel M , un point x 0 de W et un élément y du groupe n^lVyXo); 
l'élément en question est représenté par une courbe différentiable fermée 
y sur la feuille. Construisons en chaque point x de y un disque D$~ k qui est 
transversal à W et qui dépend continûment de x (voir fig. 113 pour k =n— 1 ). 
Les intersections des feuilles voisines W y avec la famille des disques 
se réduisent à des courbes qui donnent des applications de « transport le 
long de y»: 

R y : D n x ~ k -*■ D^~ k . ( 19 ) 

L'invariance de l’application R y par déformation de la famille des disques 
D n x ~ k et de la courbe y , à point fixe x 0 , est évidente (les disques étant 



o) Cycle limite fr) Cycle non limite 

Fig. 113 

petits). On a alors une application y »-> R y du groupe n^fV, x 0 ) dans le 
groupe des «germes d’applications» du disque transversal D n x ~ k dans lui- 
même, définis dans un voisinage suffisamment petit (sans dire plus) du 
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zéro. *ï/ aPPe11 ? groupe d'holonomie du feuille¬ 

tage sur la feuiUe JV. Si yen^fV) est telle que R y * 1, on dit que y est 
un cycle limite du feuilletage. ' 4 C y est 

Dans le cas particulier où k = n— 1 , le disque est un segment 1 D"~ k = /• 
le point x„ divise / en deux parties. Si le feuilletage est différentiable, deux 



a) R r (x) + x pour tout x e I-D' Xo 
voisin de x 0 -0 


b) R r (x) *x pour x >0, 
R(x)-x pour x iO, 
x € I-dL 


Fig. 114. 

situations sont possibles alors Celles sont résumées par les deux cas de la 
figure 1 14 ) : dans le cas a) le cycle y est appelé cycle limite bilalère, et dans le 
cas b), cycle limite unilatère. Puisque les applications R y sont différentiables 
pour autant que le feuilletage le soit, le cas b) est impossible avec des feuil¬ 
letages analytiques de codimension 1. 

Avec les feuilletages considérés plus haut, nous avons rencontré les situa- 

tions suivantes (vérifier!): , 

1) un feuilletage sans points singuliers défini par une forme fermee 

do) = 0, (o = 0 , est exempt de cycles limites; .... 

2 ) les feuilletages R + et R construits sur l'espace T des éléments linéai¬ 

res d’une surface compacte ne peuvent avoir de teu.lles mul iplement 
connexes que si = Z, auquel cas le générateur du groupe n^W) = Z 

est un cycle limite bilatère du feuilletage R ± 4 , 

3 ) le bord T 2 du feuilletage de Reeb construit sur un tore : plein i D xS 
admet un sous-groupe n^T 2 ) = Z© Z aux générateurs y,, (voir fig. 112 ). 
Le générateur yi est un cycle limite « a 1 inferieur » u p 

rateur y 2 ne l’est pas. .. . . 

Dans le cas du feuilletage construit sur la sphère ^ J“jeTdemTcycles 
deux feuilletages de Reeb (J«xS‘) U {S'xD 2 ) g ces 

h. Ï2 sur le tore T 2 est un cycle limite « uni atere>>. L* 
deux feuilletages ne peut donc pas être ana y iq q un cyde 

ÎSdê'fï t,!™ pLfieTra" r à feuille suffisamment vois,ne 
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sans qu'il cesse d'ètre une courbe fermée. (Si k = n — I, il suffît que y 
ne soit pas cycle limite d’un seul côté quelconque: on peut le transporter 
alors de ce côté.) 

Définition 2. Un élément y g est appelé cycle évanescent du feuil¬ 

letage si, tout en étant distinct de 1 sur n^fV), il devient homotope à zéro 
dès qu'on le transporte à une feuille suffisamment voisine. 

C’est ainsi que, pour un feuilletage de Reeb (voir fig. 112), on a W = T 2 . 
On peut transporter l’élément y 2 aux feuilles voisines vers l’intérieur du 
domaine D 2 xS 1 : il deviendra homotope à 0 sur chaque feuille suffisam¬ 
ment voisine (toutes les feuilles voisines sont difféomorphes à R 2 ). 

Remarque. Citons quatre résultats sans démonstration: 

a) Tout feuilletage différentiable de codimension 1 sur S 3 admet un 
cycle limite unilatère; il est donc non analytique. 

b) Tout feuilletage différentiable de codimension 1 sur S 3 admet une 
feuille fermée qui est difféomorphe à T 2 et qui délimite un domaine D 2 x S 1 
muni d’un feuilletage de Reeb. 

c) Si le revêtement universel M d'une variété M à trois dimensions est 
non contractile et non difféomorphe à S 2 xR, tout feuilletage de codimen¬ 
sion 1 sur M admet des cycles évanescents non triviaux. 

d) Si le feuilletage de codimension 1 construit sur une variété tridimen¬ 
sionnelle M n'a pas de cycles limites, il existe un revêtement abélien M 

tel que M l = W x R x (x) et que les feuilles du feuilletage sur M x sont des 
surfaces x = const. On a donc M = WxR/Z © ... ©Z. 

La structure topologique de tous ces feuilletages est la même que pour 
les feuilletages engendrés par une 1 -forme non dégénérée (voir plus haut). 


§ 30. Problèmes variationnels aux dérivées 
d’ordre supérieur 


1. Formalisme de Hamilton. N’importe quelle variété convient en 
principe à la recherche des extrémums de S = ^ Ldt (problème variation¬ 
nel), où le lagrangien L est non seulement une fonction scalaire de la vitesse 
v = x mais aussi celle des dérivées d'ordre supérieur par rapport au 

temps : dans un domaine muni de coordonnées (x 1 .a"), on a locale- 

cl q x a 

ment L = L(x,x,x, . . . , x (m) ). Posons v% = - .Le lemme suivant 

dt q 

montre qu'on a ici encore l'équation d’Euler-Lagrange. 


Lemme 1. L'équation SS = 0 est équivalente à l'équation d'Euler-La¬ 
grange 


m d q ( dL \ 

' =0 


«Jgl_ PftO»jl feMES VAyATrONNELS AUX DÉRIVÉES D'Ordre SUPEr.p,,._ ^ 

La démonstration se réduit à une simple intégration par parties. On a 


f “ (SL . 

— \ S ( — ôv* 

J <i=o \ dv% 


On suppose que la variation <^(7) soit infiniment différentiable et s'annule 
hors d’un petit voisinage choisi. On a ensuite par définition 

d q 

(3, 

En intégrant q fois par parties le terme en ôi ;’(r), on obtient 

< 4) 

Cetle expression conduit à l’équation (1), car les variations ôx“ sont arbi¬ 
traires (voir Première partie, § 31). 

Le lemme est démontré. 


La quantité 


s'-O"-; 


porte le nom de dérivée variationnelle. 

Remarque. Pour les lagrangiens, nous avons déjà rencontré en Théorie 
des champs le principe variationnel de Hilbert appliqué à 1 équation d Ein¬ 
stein, dans lequel on a 




J 

et R est fonction des champs g ob {x) avec les dérivées se “" d ^’ 
les dérivées secondes invervenaient de façon nneaire. g out ’ re 

suffit d’introduire un appoint négligeable sous le sigr** “outre, 
tous les autres lagrangiens renfermant la cour < ^“^' . )es lagrangiens 
dérivées secondes, par exemple les classes cara q (voir § 25 et 
admettant une dérivée variationnelle identiquement nulle (voir § 

Première partie, § 42). généra i d - ordre 2w , 

, Les équations (1) montrent donc qu e » ung transformation ana- 
? u m est le nombre des dérivées dans L. l , ramène le système 

lofe à celle de Legendre, qui, dam k cas n o. jg V,. où » os. la 
à la forme hamiltooienne sur un espace a’Ostrogradski). 
dimension de la variété initiale M (théorem intér fssantes de problèmes 
Nous allons considérer quelques app c sutàt de considérer le ca s 
variationnels aux dérivées d’ordre superie * S es dérivées u, ■ • • > u * 

de i> — i is___« /.rt/vrrinnnfie unique u <* 
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La variable indépendante (le temps) sera notée par x, en sorte que u' = 

= — . Considérons le lagrangien sur une droite 
dx 

L = L(u, u\ . .( 5 ) 
Introduisons des variables 


<7i = «. 9* = «'» • • •> <lm = « (m 


_ aL f aL V 

“ au' Vau"] 

_ £L ( d A \ 

~ du" U«"' i 


1 ( dL V m ~ 1) 

U« (m> j 

-*(—) 
\du (m) J 


+... + (-ir¬ 


ai, U"-*) 


H{p, 9) = L — up x — u"p 2 — ... — tï m) p m . (7) 

Définition 1. On dit que le lagrangien L(u, u', ..., w (m) ) est non dégé¬ 
néré si les équations (6) admettent des solutions univoques de la forme 

u = u(p, q), u' = u'(p, q), u (2m ~ 1 > = u (2m_1 >(p, q). 

Lemme 2. Tout lagrangien du type 

L = a(i/ m >) 2 + Uu, u\ ..«("-tf) (8) 

est non dégénéré. 

Démonstration. Il est évident que la dernière des équations (6) 
admet en l'occurrence une solution univoque du type 

Pm = W">. 

Pour Pm—i on a 

p , = — ^ - f — V = ——-pi, = ——-2au <m+1> . (9) 

Vdu‘ m, J au< m -»> au< m - i > 

Remarquons que u* ) = ?«+i, a = 0, ..m — 1, aussi p m ~i =f(<h, ■ ■ ■ 
... qj- 2au ,n,+1> , ou u (m+1 > =p m . 1 /2a +f(q» .... qj. H est évident que 
le système d’équations (6) se laisse résoudre tout entier par récurrence. Le 
lemme est démontré. 

On a enfin le 

Théorème 1. (Ostrogradski). Pour des lagrangiens non dégénérés , 
T équation d" Euler-Lagrange est équivalente au système de Hamilton 

à — , p = — , a=l,...,/ n, 

** dp a Fm dq* 

où H(p , q) = L — u' Pl - u"p 2 - ... - u (m) Pm- 




( 10 ) 
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Pour abréger les calculs, nous ferons la démonstration en prenant 
m = 2. Soit L — L(u , w , w '). L’équation d’Euler-Lagrange se présente 
alors comme suit: 


dL d dL d 2 dL 
du dx du' dx 2 du" 


Les variables canoniques sont: 

(h = w, 

^dJL_d_dL_ 
t* 1 du' dx du" 


<h = w', 

dL 

p 2 =- 


On demande que la quantité w" intervenant dans la dernière équation puisse 
être explicitée ainsi: 

«" ? 2 > P 2 ) 

(condition pour que le lagrangien soit non dégénéré). Le hamiltonien 
s’écrira 

H = p x u' + p 2 u" — L(u, u' 9 u") = Piq 2 + P 2 — T» ?£) = 

= t» />*)• 

Il ressort avec évidence de (12) que 

, , dH , „ SH 

q\—u = — — ’ Ti — 11 — ~ ’ 

ep 2 


, rf /3L \ , 5L 


De (11) on déduit que i p -‘~£ ; il vient donc,; 1“ ” ous 

dx eu 

donne le système de Hamilton (10) dans l’espace de phases aux coor¬ 
données (qi, q 2 . Pi, Pi)- L® théorème est démontré. 

2. Exemples. Soit i? = — + M ( x ) un °P* ateur de Sturm-Liou- 

ville avec un potentiel différentiable u{x). Les cas suivants présentent un 
intérêt tout particulier: ^ 

/ ; f I../VY H 4- Ijcll dx < oo, on dit que 

a) u(x) 0 pour \x\ ->oo I si ^ «W, 0 • ' 4 

— oo 

le poteütiel est rapidement décroissant 1 j 

b) „(,;r ,.m pom ' 

de vue purement formel pour 

ÿ = hji, Ÿ — Ÿ (*» 
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dans laquelle À est un « paramètre spectral ». En faisant le changement 

£(,v. A) = _ on ram ène l'équation (13) à sa forme de Riccati- 
dx 

iï + X* = * - »• (14) 

Soit À = A 2 . Pour À -* oo. l'équation (14) admet une solution qui repré¬ 
sente une série formelle suivant la variable ]/A = k: 

_ Ite *-* + £«w- (l5) 

En portant (15) dans l'équation de Riccati (14), on s’assure que 

a) tous les *„(*) sont des polynômes en (m, u', u" , .. .,m ( *>) à coefficients 
constants; 

b) tous les Xiq(x) sont des dérivées totales et sont imaginaires purs: 
cela tient à ce que, comme le montre l'équation de Riccati (14), 

Xi m = ~ y(lnz Re )', (16) 

où X = Xr« + 'Xlm : 

c) les premiers des polynômes x 2m + t (x) se présentent, à des dérivées 
totales et des facteurs inessentiels près, sous la forme 

XiU) +/i = «W; /Jx) +/ s ' = m 2 ; 

X 5 W+/ 5 ' = y + m 3 ; 07) 

XtW +/t = Ç-4- wV ' + — “*■ 

2 2 2 

Introduisons les lagrangiens 

L q (l/, U , U ,...) = X2q + 3,( x ) 4" f 2q + Z‘ (18) 

On montre que les lagrangiens L q sont tous non dégénérés. 

Nous étudierons les lagrangiens L q = x* q +z (w, u\ w", ...) dans le cas 
de q^2. Ces lagrangiens possèdent une propriété remarquable: pour 
tout 0, il existe un opérateur différentiel A q d’ordre 2q + 1, dont les 
coefficients sont des polynômes en w, u\ u ", ... (aux coefficients constants), 
tel que le crochet [if, AJ = if A q — A q if est un opérateur de multiplica¬ 
tion par une fonction scalaire f q (u, w', w", ...): 


[if, A q ] = /,(«, u’, u", ...) =~ 

dx du(x) 


Sa = \L a dx. 


Nous ne démontrerons pas ces résultats sous forme générale. Pour 
q = 0, 1, 2 ils se laissent vérifier par calcul direct: 

[if, A 0 ]=&A 0 -A„& =f 0 =W = • 

ex ou(x) 
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= \^T dx ' ^ 


y 9 "0-- » 

J z dx 

[if, A X \=<£A X - A x 2>= f x = 6 ««' - , 

d* <5 w(jc) 

H(T + *h *~ 4 £ +5 (-£+£■)’ 


[if, ÆJ=if4 2 - /l 2 if= / t = , 

dx ôu(x) 




_ 5 

2 


u A j dx , 


^ = ,6 -2- - 20 /„*-+ + 30 a Au + 5 L" 1+ 5 -u'ï ■ 

djç 5 \ dx 3 dx? ) dx \ dx dx ) 

On peut donc écrire «l’équation de commutativité»: 

[if, A q + c 1 A q - l + ... + c q A 0 ] = 0. (20] 

Depuis les années vingt, on connaît une propriété curieuse de tout cou¬ 
ple d’opérateurs qui commutent entre eux: ils vérifient la relation algé¬ 
brique A) = 0 qui définit une certaine surface riemannienne. Au¬ 

jourd’hui nous savons que l’équation de commutativité est une équatior 
de Lagrange: 

A CO 


d ÔS 

0 = [if, A] = T” 777 
ôx ôu(x) 


S = S q + J] c iSq- i, Sj \ X2j + 3 ^ x " 

i> 1 J 

La forme définitive de l'équation de commutativité est la suivante: 

— S— = 0, où S = S„ + c x S q - x + • • • + C « S « + c <+i S ~" 
ôu(x) 

avec S, — !. *. Discutons cette équation pour , < 2. Le lagrangien 

L e», ici fonction de a', a", t - K». "”>■ ,W ~ 

giens: 

(A) L= L 0 + c x L _! = h 2 + Ci"; 

(B) L = L, + fA + c t L. i = Y + m3 + + ^ 


20 — 302 
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(C) L = Lo + c 2 U + c 2 L 0 + c z L. x = 


w" 2 5 „ o 

=-- U u- 


w 4 + Cx ^ 2 “1" “I" c 2 l/2 + C 3 IV. 


L'équation de commutativité 


devient respectivement 


^Ldx = 0 


u = -- si q = 0 ; 

2 


u ' =■ 3ir '-f- 2 C\U c * — 


-V=^u* 


C X U~ -j- Cjî/, 


£ du 

0 jfw 3 + C x u 2 + CM 


(le double de la fonction elliptique de Weierstrass 2 §'(*)) si q = 1. En 
faisant le changement u u + const, on peut poser c x = 0 sans perte de 
généralité ; 

(C) Pour q = 2, il est commode de transcrire le système sous forme 
hamiltonienne, conformément à ( 6 ) et (7) : 

H(p , q) = L — u'pi - u"p 2 — ... — (24) 


P = — 


ÔH 

q ~ dp*' 


Pour pouvoir intégrer, on a besoin d’une intégrale supplémentaire. Il se 
trouve que les équations de commutativité ( 21 ) renferment une «symétrie 
latente» fort intéressante, qui conditionne l’intégrabilité complète. 

3. Intégration des équations de commutativité. Analogie avec le problème 
de S. Kovalevskaïa. Potentiels périodiques à un nombre fini de zones. Con¬ 
sidérons une base c = c(x , x 0 , A), s = s(x, x 0 . A) des solutions de (13), 
telle que pour x = x 0 on ait 


c = 1, c' = 0, s = 0, 


5 ' = 1. 


L’opérateur 

£23 + 1 £23 + 1-/ 

A =A q + £ M,-i = const+ £ Pfyt, u',.. -) ôxM+ TIT 


commute avec Jz? =- 1 - u(x) en vertu de l’équation de commuta- 

dx 2 
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tivité (21). Aussi l’opérateur A d'ordre 2q + 1 , en agissant sur la base 
c(x, x 0 . 2), s(x, x 0 . A) des solutions de (13), définit-il une matrice A = 

= («/;) : 

Ac = a n c + a 12 j, 

À f 

As = a 21 c + a 22 ,y, 

où les a ij ne dépendent que de A et de x 0 . La fonction de A est polynomiale. 
La fonction de x 0 et de A se laisse déduire de (26) et des relations 

ç£ C = Ac, ££s — As, c" — (A — u)c , s" = (A — u)s. 

On a en effet, conformément à (25) et (26), 

{Ac) x=Xt = <x n , (As) x=Xl = a 2a , 

^ (27) 

| — -4c I = 0 < 1 2 , ( —Ay) =a 22 . 

V^x / x=x, \dx /jc-x. 

Ainsi donc, les coefficients de A étant des polynômes en (w, u', u", .. .)> 
nous mettrons la matrice A = (a y ) sous forme d’un polynôme en varia¬ 
bles A, u(x 0 ), u’(x o), «"(xo). • • • 

A = A (A, w(x 0 ), w (xp), u (x*o)j • • .)■ 

En faisant ce calcul pour A q avec q = 0, 1, on obtient 


Ao ~{u- A o)’ 


/ «" — 2m 2 — 2nA + 4A 2- \ _ ( 2 8) 

Al = \2(« + 2A) «' > 

La matrice A correspondant à 1^** ** 

de facilité; nous ne l’écrirons cependant pas, “ . P à opérateur 

A =T+TCT nan +tr “a““ors Tr A = 0, et le polynôme 
caractéristique s’écrira 

det (w- 1 - A (A)) = w 2 - det A = w 2 - P u+ i(A), 


vu 

p 2q+l (X) = a m+1 + w '> 

i=»l 

Le polynôme caractéristique det^.TL^on *=*$■ Pour cette raison 
base dans l’espace des solutions dedet A = P-lq+lW De 

les coefficients <p,(«(XoL u(x 0 ), - ) des équations de com - 

dépendent pas du point x 0 et sont par suite intégrales des eq 

mutativité ( 21 ). 
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ICH. 7 


Pour q = 1 on a A = A x + C\ A 0 , 

det (w — A) = vr 2 — P 3 (A), 

c 1 1 

P 3 {k) = det A = A 3 + - L + — (q + 4q)+ -- (—/— qc 2 ), 
2 16 16 

J = H(p , q) = u' 2 - (u 3 + c x ir — c 2 u). 

Pour q — 2 on a /l — Æ» -f- ci * pour c 1 — 0 on a 

det A = det (A 2 + c 2 A 0 ) — P 5 (A) = 

, * ,, , „ , (A , 4\, , 1 //, \ 


A p + £?- à 2 

4 16 


A + £? 

32 4 


) * + 2 7 ~ ( 2 " C,C *) 


On a donc deux intégrales non triviales du système de Hamilton (21) 
pour <7 = 2 : 

A = H(p, q) = H(u, u\ u", u"’), 

J 2 = J 2 {p, q) = /,(w, u\ u", u'"). 

Remarque. La condition c x = 0 est inessentielle, car elle se vérifie 
automatiquement en faisant une transformation u -> 1 / + const (vérifier!). 

Introduisons deux variables et y 2 définies par les relations 

U = -2 (Vi + y 2 ), P 5 (X,) = 0, ^ 

4 “( 3 “ 2 ~ = ; -i ; v • 

O 2 i<y 

Proposition. Sur la surface de niveau des intégrales H = const, J 2 = 
= const, le système ( 21 ) avec q = 2 devient 


2/f * (y,) 

7i - V 2 


2 /f*(y 2 ) 

72 — 7i 


det yl = i? (A) = /> 5 (A), <7 = 2 . 

Les équations (33) se vérifient par un calcul élémentaire (vérifier !). 

On obtient donc les mêmes équations (33) que pour la toupie de Kova- 
levskaïa placée dans un champ de gravitation aux variables (y l9 y 2 ) 

(^ 1 , *y 2 ) ([34]). 

Le potentiel u(x) peut être exprimé au moyen de fonctions 0 ; les varia¬ 
bles angulaires sont introduites en effectuant la «transformation d’Abel» 
(voir [16], [34]). Nous pouvons énoncer, dans le langage des surfaces rie- 
manniennes, la proposition suivante: Il ressort de (33) que la surface de 
niveau des deux intégrales (31) est la «variété jacobienne» J(T) d’une sur¬ 
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face riemanmenne r de genre 2 (voir [16]), ou une variété abélienne com¬ 
plexe à deux dimensions: un tore 7 4 défini par un réseau de 4 vecteurs dans 
C*. (Pour q = 1, la proposition analogue signifiait que la surface de niveau 
jf = const d’une intégrale unique est une surface riemannienne de genre 1 
ou un tore T 2 : ce résultat est immédiat, puisque l’équation de la surface 
s’écrit p 2 = Ps(q)i P 9 (q) est un polynôme de troisième degré.) 

Ainsi donc, le système de Hamilton (21) est complètement intégrable. 
En vertu du théorème de Liouville, le domaine ouvert de l’espace des solu¬ 
tions de (21) répondant aux composantes compactes des surfaces de niveau 
des intégrales H , / réunit des fonctions périodiques et presque périodiques 
déduites des fonctions périodiques de deux variables (sur des tores réels 
T 2 ) par la restriction à un enroulement rectiligne (courbe intégrale du sys¬ 
tème dynamique). 

Supposons que le potentiel u(x) soit périodique de période 7; soit comme 

d 2 

précédemment -b u(x). Pour les solutions de l’équation 

<?.v 2 

A 

<£\jf= A^, on définit l’opérateur de «translation d’une période» T\j/{x) = 
= if/(x + T). Proposons-nous de chercher les fonctions propres de Flo- 
quet (ou de Bloch), c'est-à-dire les solutions de l’équation 

= ( 34 > 

vérifiant la condition 

Til/ ± = ÿ ± (x + T) = exp {± ipT}ÿ ± . ( 35 ) 

Normons ij/ ± en imposant la condition = 1 pour x == x 0 . La quantité 
p = p (X) porte ici le nom de «quasi-impulsion». Les fonctions tf/ ± sont vec¬ 
teurs propres de l’opérateur de translation T: ÿ ÿ (x A- T). 

Exercice. Montrer que l’opérateur de translation se définit par une 
matrice de déterminant 1 . 

Définition 2. On dit que A appartient à la zone permise *** 

bilité) si p(X) est réelle, et à la zone interdite {lacune, zone d instabilité, 
de résonance paramétrique) si p(A) est imaginaire pure. 

Em-e/ce. Pour dos A réels, la quantité pM> estou “J 

imaginaire pure. Vérifier la proposition suivante.“ h tA ’ ' J * ' ’ 
•lors les points A, marquent la fin de h . zone e ^ (M) (35) 

stabilité. On a alors une surface nemannienne r de^a io 
(ou de Bloch) * ± (x, x 0 , X), où x et x„ sont des paramétrés 

, ... ../-a es( à un nombre fini de zones 

Définition 3. On dit que le potenU de F i oque t (de Bloch) 

si la surface riemannienne i « e , i acunes de longueur finie). 

x 0 , X) est de genre fini (égal au no 
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Citons sans démonstration le résultat suivant : les potentiels à un nombre 
fini de zones u(x) sont identiques aux solutions périodiques des équations 
de commutativité (21). La surface riemannienne r pour les potentiels de 
cette nature s écrii w 2 = det A* où det A = Les extrémités des 

lacunes sont définies par 1 équation det A = 0. 

La fonction propre de Floquet (de Bloch) \l/ ± (x,x o. A) définie par (35) 
sur une surface riemannienne T de genre fini s’avère être en même temps 
vecteur propre de l'opérateur A ou de la matrice A. Les valeurs et vecteurs 
propres de la matrice A sont définis sur la surface riemannienne F d'é¬ 
quation 

0 = P(h\ A) = det (w — il(A)) = w 2 — det A(A). 

C'est grâce à cette propriété de la fonction de Floquet que les opérateurs 
de Sturm-Liouville (Hill) à un nombre fini de zones de potentiel périodique 
sont solutions périodiques des équations de commutativité. 

4. L’équation de Korteweg-de Vries est un système de Hamilton de 
dimension infinie. On utilise avec profit les potentiels à un nombre fini 
de zones en cherchant les solutions périodiques en x de l’équation de 
Korteweg-de Vries (KdV), équation bien connue en Physique mathé¬ 
matique qui définit la dispersion d’ondes dans un milieu non linéaire: 

du du d 3 u d ôS t 

et dx dx* dx ô u(x) 

Les formules (19) nous donnent une équation opérationnelle équivalente 
à KdV: 

i* ~ ~~ =Mi, = 6 uiï - «r = J- • (37) 

dt dx Su(x) 

Exercice. Montrer que les quantités S_ lf S 0 , S l9 S 2 (voir formule (21)) 
sont intégrales de (37), c’est-à-dire que 

d 

— = 0 en vertu de KdV pour q = —1, 0, 1, 2. 

et 

L’équation de Korteweg-de Vries admet des solutions du type u(x—ct) 
(«ondes cnoïdales») qui ont la propriété suivante 

[Aj + cA (h Sf] = 0 (38) 


f du 

X — Xn = V r ------ 

J ]fu 3 -b c x u 2 + c 2 u + d 


où q = —. Ici m(x) = 2 <%(x) + const, où %>(x ) est la fonction de Weier- 
2 


strass. 


PROBLÈMES VARATIONNELS AUX DÉRIVÉES D’ORDRE SUPÉRIEUR 


Exercice . Montrer que l’équation de Korteweg-de Vries admet des 
lutions rapidement décroissantes u(x — et) («soldons»), où u(x) -► 0 
S our |v| o°. Chercher la représentation analytique de ces solutions et la 

variation de la vitesse en fonction de l’amplitude max |w(x)|. Chercher éga¬ 
lement les solutions u{x — et) qui présentent des pôles pour x réels. La 
solution stationnaire rationnelle s’écrira en particulier comme suit: 

2 

t/(x) - -- c = 0, a = const. 

(x — a) 2 

(Toutes ces solutions sont des cas dégénérés de la fonction de Weierstrass 
(x).) 

Dans les cas plus compliqués, on procède comme suit. Soit comme pre- 
cedemment ^ _ 35 _ Ô(S 2 + cA + c«S n + c 3 S-i) > (39 ) 

Ôu(x) du(x) 

[&, A 2 + H- cM = 0. 

Les solutions n(*) de (39) sont assimüées aux conditions initiales du pro¬ 
blème de Cauchy: 

w(x, 0) = w(x), 
du . 

P v P y-3 


On discute la solution u(x, t) compte tenu du résultat suivant. 

, <■ i-„ o ( n < 2) sont conservés, montrer 

q JT (39) aï " " s 

vérifie (21) pour q = 2 La foncüo ( ) ^ u(x) = 2 jx\ Montrer 

2Ç(x) ou un de ses cas dégénérés, P vérifie (21) elle aussi. 

que la fonction u(x — a) + U V X ' Chercher la relation qui existe 
en choisissant convenablement a, b et c. Chercher 

entre a, b, c. Vri^s (36) représente elle-même, d un 

L’équation de Korteweg-d Hamilton de dimension infinie» 

certain point de vue, un «sy crochet de Poisson de deux fonc- 

sur l’espace des fonctions {«(x)}, où le croc 
tionnelles J, I se présente comme sui 

f îLdx. (40) 

{/, 1} \ gx 5 m ( x ) 

u . ^ Poisson (40) vérifie l’identite 
de œSSVS. ««Z* hamiltoniens «nis pat en etoene. 
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sur l'espace des fonctions s'écrivent 

. _ d SJ 

U ~ dxSu(x)' (4l) 

où le hamiltonien J est une fonctionnelle de u. En vertu de (40), lequation 
(36) est un système de Hamilton. 

Les propriétés de l'équation de Korteweg-de Vries en tant que système 
hamiltonien dépendent fortement de la classe des fonctions. Les classes 
les plus intéressantes sont: 

a) les fonctions rapidement décroissantes u(x) pour lesquelles on a 

OC 

( |u(x)|(l + |jf|) dx < oo; 


b) les fonctions périodiques de période T 

u(x + T) = u(x). 

1- Chercher les variables canoniques les plus élémentaires 
défîmes par les fonctions tngonométriques usuelles dans le cas périodique 
b) a-dessus, les équations (41) étant de la forme 4 

b = - dH ■ dH 

= (42) 

H = J. 

d ‘ K0r,ew ' 8 ' de Vri “ « à 

dA x dA 0 

( 43 > 

au lieu^TS ^ définiCS PlUS haUt dépendent de “'>••• (on a mis * 

à r 3 équat^TmaTrLene Uati ° n * C ° mmutativité équivaut pour q = 2 

dA _ r 

dx ~ (44) 

a i ! c iA 0 . En particulier, le polynôme det A = P (D 

Ici on â rZrrJTJr!^ de (2I) ' on déjà si * nalé 

précédemment ’ ( ) ' W ’ • ™ m " ,a "‘ * aa * * comme 

fnnrt’ M ° ntr , er que la variation des solutions u(x) de (21) (ou de (44)1 en 

ïïTCirs.ssr en vmu de iéd,,a,u d * ^“e e s n 


dA r 
— = Ui,Al 

dt 


(45) 


CHAPITRE 8 


STRUCTURE GLOBALE DES SOLUTIONS 
DES PROBLÈMES VARIATIONNELS 
À DIMENSIONS MULTIPLES 


§ 31. Quelques variétés de la Relativité générale 

1. Position du problème. Le problème fondamental de la Relativité 
générale, considéré sous le point de vue géométrique, consiste à chercher 
des variétés à quatre dimensions M 4 telles que leur métrique g ab de signa¬ 
ture (+, —, —, —) vérifie l’équation d'Einstein 

_ 1 SnG /lx 

Rab Rguh = T ah , ( 1 ) 

2 c 4 

où T ab est le tenseur d’énergie-impulsion de la matière. D’une façon géné¬ 
rale, le tenseur T ah est soumis à une seule restriction: si Ç = (£ a ) est un 
vecteur temporel arbitraire, Ç a Ç b g ab > alors on demande qu'il y ait 
T ab Ç a ç b > 0 (la densité d'énergie doit être positive). 

Dans la plupart des cas, nous considérerons le tenseur d énergie-impul¬ 
sion dit hydrodynamique (voir Première partie, §39): 

T ab = (P + e)u a u b - pg ab . ( 2 ) 

qui sert surtout à définir les champs de gravitation des corps macroscopi¬ 
ques; ici u = (w u ) est le vecteur 4-vitesse, <«. i/) = L P la pression, e la 
densité d’énergie. 

La discussion des équations (1) présente généralement des difficultés 
quasi insurmontables. On trouve cependant des cas ou, en cherchant une 
métrique admettant un grand groupe de déplacements G qui opère sur M 
on peut choisir des coordonnées locales de façon que 1 équation () 

laisse réduire à une forme relativement simple permettant ou b,en de 

trouver la solution exacte, ou bien au moins de faire une 
tative. . , 

Une question se pose cependant chaque fois: la solution trouvée est-elle 
bien complété? trouvé la variété «• tou. entière o» seulement un 

domaine de A/ 4 ? . , 

Considérons un cas assez élémentaire mais très typique ou, en intro¬ 
duisant un système de coordonnées sans faire p us, on n a 1 
trouver un domaine sur M*. Tl s’agit d’un cas relativiste appelé «solutions 



de Schwarzschild» et analogue à un champ de masse ponctuelle (voir Pre¬ 
mière partie, § 39). Donnons quelques définitions. 

Défini riON 1. Une fonction /(a) sur M* est dite a) temporelle, b) spa¬ 
tiale ou c) isotrope suivant que l’on a dans le point considéré x e M* : 

a i griJJLlL- > 0. en sorte que <¥/, V/) > 0; 

CX° C 

5 ) g«à < o, en sorte que <V/, V/) < 0; 

CX a c ’ a 6 

C ) g*» -L = 0, en sorte que < ¥/, V/) = 0. 
tV c’a* 

Ici ¥/= grad /. 

Posons par exemple f(x) - x“: on a alors 

<a f ^f>^jLjL^. 


Nous noterons souvent le carré scalaire \V/, V/) par g ff . 

2. Solutions à symétrie sphérique. Définition 2. On dit qu’une 
variété M 4 munie de la métrique d’Einstein g ab possède la symétrie sphérique 
si elle admet un groupe de déplacements G = SO( 3) avec orbites à deux 
dimensions S 2 . Ces orbites ont toujours le caractère spatial, car le stabili¬ 
sateur de 50(3) opère de façon isotrope sur l’espace tangent à un point 
de S 2 , alors qu'une direction temporelle est de dimension 1. Nous dési¬ 
gnerons l'espace quotient M 4 /SO(3) par M 2 : c'est l’espace bidimensionnel 
des paramètres indices des orbites du groupe. On obtient une fibration 

2 (3) 


de fibre S 2 = p~ l (x), xeM 2 , où S 2 sont les orbites du groupe 50(3) 
sur A/ 4 . La fibration (3) admet une connexion; les paliers horizontaux 
de cette connexion sont par définition orthogonaux aux fibres, c’est-à-dire 
aux orbites de 50(3) dans la métrique g ab . 


Lemme 1. La connexion considérée est triviale , donc intégrable. 

Démonstration. Prenons un point y g M 4 . Soit H y <= 50(3) 
le stabilisateur en y. Le point fixe y de H y est isolé sur l’orbite de 50(3). 
Les points fixes de H y forment une surface à deux dimensions dans M 4 
qui est orthogonale aux fibres. On a donc «intégré» la famille des paliers 
orthogonaux aux fibres (orbites). Le lemme est démontré. 

Soit U c M 2 un voisinage d’un point x e M 2 muni de coordonnées 
(i, R) et d'une métrique du type 


Zoodf 2 -f- g u dR 2 , 


Soo > 0, 


Su < 0 


(4) 
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(ce qui signifie que t et R sont orthogonaux). De telles coordonnées peuvent 
toujours être choisies dans un domaine de M 2 . Soient maintenant (0, (p) 
des coordonnées standard sur la sphère 5 2 en lesquelles dQ 2 = dO 2 + 

, s j n 20 dep 2 est la métrique de la sphère unité invariante par 50(3). En 
vertu du lemme 1 , cela revient à introduire partout sur le domaine 
p-i(U) M 4 des coordonnées (i, R, 0, (p) telles que la métrique d’Einstein 

s’écrive 

g w di 2 -f gndR 2 ~ r 2 clQ\ r = r(R, r), (5) 

OÙ les Snn et gii ne dépendent que de (R, t ) et r est la «taille» de 1 orbite. 
En vertu du lemme 1, la formule (5) définit localement sur M 4 une métrique 
générale symétrique par rapport à SO( 3), vu que la métrique de la base M 

se laisse toujours réduire à la forme (4). 

En déduisant la solution de Schwarzschild de 1 équation d Einstein (1) 

avec T ab = 0, nous posions, pour c = 1, 

t = t, R = r ; w 

nous avions obtenu (voir Première partie, § 39) 

1 


_ 1 __ 
goo — 1 » 

r 


gn = - 


SS 

b) la fonction t (coordonnée temporelle; 

Pour r -» fl dans le domaine extérieur, on a 

g" _ 0, g" - °°' r a - 

On voit donc que la fonction f sur £-£*£5* JST, - % 
La fonction r sur M 4 , si elle a un . que les coordonnées 

Les formules (7) permettent de voir r = a Quant a ux coordon- 

(t, r, 0 , (p) elles-mêmes n ont pa choisies autrement que dans 

nfc (A ^ I»,K- «a%T^n re ,noïï de résoudre féquu.ion 
la solution de Schwarzschild ( )• 
d’Einstein dans l’espace vide. 

s .,--L*r„ = o. <> 


OU Rab = °; 

sans perte de généralité, on P^ ut ( ^°' S ^ j a 


en sorte qu’il y ait gor, = \- 
base Af 2 se laisse réduire a 
n’ofTre aucune difficulté. En 
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explicitant r° bc et R ab d'après les formules générales (voir Première partie 
§§29 et 30), on obtient les équations aux paramètres v, i, n (voir (17))- 


goo = e v 9 


g n = e\ 


r 2 = e*\ 
goo — 1. 


IJ est commode de mettre la solution sous forme paramétrique: 


HW- 


COS t]). 


- T = '-( 
a 2 \ 


1 / R 2 


1 (tt — fj -J- sin t]\ 


0 ^ ^ 2n. 

La figure 115 illustre la structure d'une «variété complète de Kruskal» M\ 
our r = 0, chaque orbite du groupe SO( 3) se réduit à un point. C'est 

Il 




Ligne d'univers 
de l'observateur 
extérieur 


njvea!| l ^» L t, Plan ( *’ t) ' U domaine «impossible» r « 0 est hachuré. Les lignes de 
n trait nnintiir C< ï ISt S ° nt tracées en trait fort » ,es lignes de niveau t(R, t) = const, 
cj v o f \ i 1 * >our r — a on a |/| = oo, sauf à l’intersection de deux lignes, où 
i y ndetermination: c est le point de concours de toutes les lignes t = const. Le point 

^ ^ est un po * nt c °l : — = — — = 0. Sur les lignes r = a on a 

<V^, Vr> = 0. Les domaines / et / sont isométriques (/?->- R ); les domaines II et 
II sont également isométriques (t — r). 


une singularité de la métrique de A/ 4 . La ligne d’univers d’un observateur 
extérieur dans le domaine I (domaine de Schwarzschild) se présente sous 
la forme 

r ~ f() > a, — oo < t < oo, 

0 = o„ <p = <?„. (12) 

L’observateur extérieur peut capter un signal venu du domaine IT («trou 
blanc») mais ne peut pas envoyer un signal vers //'. Au contraire, il peut 
envoyer un signal vers le domaine II («trou noir») mais il ne peut capter 
aucun signal en provenance de IL L’échange de signaux entre / et /' est 
impossible. Mous proposons au lecteur de dessiner les cônes de lumière 
sur le plan (r, R). 

Un cas d’application important des solutions de Schwarzschild-Kruskal 
est le problème d’implosion d’une masse à symétrie sphérique (étoile implo- 
sionnelle, ou «collapsar»). Considérons une ligne d’univers temporelle 
de particules y en coordonnées (t, R) (pour 0 , (p quelconques) de la forme 
montrée sur la figure 116. Une pareille réunion de lignes d’univers y pour 
0, (p quelconques conduit à une surface tridimensionnelle S y c A/ 4 qui 
divise A/ 4 en deux régions : A (extérieur) et B (intérieur). L’implosion 
de l’étoile est définie par une solution à symétrie sphérique de (1) possédant 
les propriétés suivantes: 

a) g ab est le même que pour la variété 
de Kruskal dans le domaine A , R ab = 0; 

b) g ab vérifie l’équation (1) avec le ten¬ 
seur hydrodynamique d’énergie-impulsion 
(2) dans le domaine B où l’on a défini 
une «équation d’état» s = fi(p); 

c) la frontière de l’étoile (la courbe y 
sur le plan jR, t) traverse pour t + oo 
la « ligne d’horizon » r = a sur laquelle on 
a g rr = 0; pour î —► — oo, la frontière de 
l’étoile n’a jamais coupé la ligne d’horizon. 

On cherchera donc la solution de (1) 
dans la région B ou T ab ¥= 0. En vertu 
de la propriété de symétrie sphérique, il 
n’existe que quatre tenseurs non nuis: 

rg = 6, 7Î, 7o» Tl = - P- (I 3 ) Fig. 116. 

Choisissons un système de coordonnées concomitant tel que « = (1,0) 
T] = T? = 0. 11 vient alors 

J? =e, Tl=TÏ = 0> 

et la métrique s'écrira sous la forme (5). 



t;=-p. 


(14) 
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Remarque. Un référentiel concomitant où la coordonnée temporelle x 
est orthogonale aux coordonnées spatiales (R, 0, <p) n’est pas «synchrone» 
en général, c est-à-dire qu’on a gou 7 ^ 1 . 

Les lois de conservation \/ a T° b = 0 impliquent que pour g 00 = e » ; 
g n = — e x et r 2 = e" on a 


(A + 2/0‘ = - 


11 ressort de (15) que 


gnr* = exp 


goo = exp J- 


H 

H 


P + e 


P + e 


P + e 


■ exp <p(R), 


•exp ijs( t). 


En choisissant les fonctions q>(R) et i//(t) dans (16), on fixe définitivement 
les coordonnées locales (t, R), ce qui permet d’éliminer e,p dans les équa- 
tions ( 1 ). 

Après le calcul de R ah et r bc en coordonnées y 0 = t, y 1 = R, y* = 0 , 
y 2 = <p, les équations ( 1 ) deviennent 






— P 


iv 8 tiG 1 . 

b) “ —T~ T i = —e~\2 v" + v' 2 + 2n" + /( ' 2 - (x'X- vT + /r'v) + 


+ ~T e ~ v ('-i + Av — X/(— 2A — A 2 — 2/i — /i 2 ); (17) 


c) —— 7? = - e' 

c 4 


‘("■ + T y, - J f) + 

+ -y <?~^Av + + e - "; 


d) — r » 1 = 0 = ~e~\2 A'+ - V ~ vVO- 


SttCt 

c 4 
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Posons g rr = 1 ——, où « = a( t, Æ). Pour les solutions de Schwarz- 
r 

2A ÎG 

schild nous avions mis a = const = --, où M était la masse du corps. 

c 2 

Dans le cas général, l’équation 

a(x, R) = r(x, R) (18) 

définit «l’horizon» g rr = 0 sur lequel r(x, R) devient une fonction isotrope* 
<Vr, Vf) = S rr = °- 

Remarque. Les équations d’Einstein (voir (17)) peuvent être déduites* 
en substituant la relation (16) avec cp = \j/ = 0, du lagrangien de la «théorie 
bidimensionnelle du champ» 

S = [ À dR dr. 


Â = À(k, p, A, fi, X, fi) = Ti + T-, + U, 

J x = - e i T V(fc+,) " + p'(kX + 2k Aïoj, 


-^A+(l -K),P 2 \ \ JT ry *ljr* + k M 

T 2 =e 2 l-Y+fi/.\ 9 U=2e‘ 


Le tenseur formel d'énergie-impulsion pour la fonctionnelle S , défini 
dans le § 37 de la Première partie, se présente comme suit : 

T>=-Â+ij£- + ii^ r = T i -T 1 - U, 

Ô/l Ôfl 

ït— *+*w+>w-T'~ T ‘- u ’ 

JJ = A + il ly = -y e _A (2 p + PP ~ V ~ (kX + 2 kfi')fi), 

f? = xH-+p'^=-T' 0 e- 
1 dk ^ 

Les équations d’Einstein (17) définissant la matière à symétrie sphérique 
avec le tenseur hydrodynamique d’énergie-impulsion deviennent ôS = 0 
sur la surface des liaisons JJ = f? = 0. La fonctionnelle S s'avère très 
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mile pour la recherche des solutions qui ne dépendent pas de r = £» ou 
de R ï l . Si / ^ 0. # 0, /< # 0 et /<' # 0, alors les équations 7j =~ 

7* =0 sont possibles, et les équations d'Einstein (17) se réduisent 
comme on le verra plus tard, à un système du premier ordre (24). 

Il ressort de (17) (vérifier !) que 

ca(x. R) à■ 87tC ca cV 8irG 

— = — pr 2 —-,-= er 2 -, (iov 

CT CT c 4 cR dR c 4 U) 

où £ et p sont liés à la métrique par les relations (16). Puisque e est la 
densité de l'énergie, la quantité bnir 2 dre~ k est l’énergie d’une courbe 
sphérique. La somme des énergies des couches sphériques s’écrit: 


-tôt. = 47r^£r s e -; < 


Or. on voit de (19). que le système admet comme intégrale une quantité 
differente: 

Etot. = 4jt ^ er 2 dr, (20) 


qui se confond avec le hamiltonien de la théorie bidimensionnelle du 

champ de lagrangien À à la surface de liaison fl = 7? = 0. Nous avons 
donc le «défaut gravitationnel de l’énergie»; 

£tot. 3^ liât. • 

j nov Sl t e ^° n / S ii e C3S p = 0 ( matière pulvérulente). On a alors en vertu 
ue ( iy) et de (16) 

a = a(R); g 00 = const. (21) 

Soit gno = 1. On a par définition (voir (16)) 


= g 00 r 2 + g" r ' 2 , 


( ■ _ dr 
( f Sx' 


*“-' xp {- 2 ^} eip 
= exp j — 2 ^ —^-j exp 


OÙ g ,,W 


=-, avec 

Zn 


exp (p(R ), 


rV 8 tiG 


Zn = ~ 
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D’où, en posant = 1, g Q0 = 1, on déduit 

' =* y 1 - - " 2 . (22) 

87lC 

On sait que a= - pr-r = 0 (voir (19)). 

c 4 

Cette équation, intégrable par une quadrature, donne la «solution de 
Tolman» bien connue qui conduit soit à une implosion, soit à l’éparpille¬ 
ment de la matière pulvérulente, car r ne peut pas changer de signe pour 

I —— > 0 si la métrique est non singulière. En dehors de la ligne d’hori- 

r 

zon, on a 

r =y<f>(r,*)= fg" + |g ,, r' 2 | # 0, g" > 0. (23) 

II en découle que, la métrique étant exempte de singularités et la densité 
d’énergie étant 0 < e < oo en dehors de la ligne d’horizon, le signe de r 
ne peut pas changer. 

Si p = ke, où 0 ^ k < 1, les équations générales (19) se déduisent 
de (16): 


à = — pr 2 r - 


. 8 nG 


]-—= rh k+1 - r'W + \ 

r 

si (p = i/r = 0. En éliminant e, les équations deviendront 
r = y<f>(r,r',a7Z) = 

a' (25) 

à = - k — 0^k<\. 

r ' 

Ainsi donc, la solution est complètement définie (sauf pour le signe de r) 
par la donnée de r(R, 0) et de a(R, 0). En dehors de la ligne d horizon 
g rr > 0 on a la même chose que pour p= 0, à savoir: le signe de r reste 
inchangé en raison de > g" > 0. 

Conclusion. Si la métrique et la densité d énergie c > 0 sont exemptes 
de singularités, il se produit une implosion ou une explosion monotones 
de la matière. 
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,, | Les équations (25) ont une forme plus simple dan, , 
miion d'état est «absolument rigide», cest-à-dire avec * e 


tas où'féquàtion d'état est «absolument rigide». 
On a en effet 

1 - — = e(r 2 - r'V). 

r 


Remarque 2. Les équations (24) pour q> = (f/ = 0 admettent un grourv 
de transformations d’cchelle : e 


r -» h, a -» ka, z -» <xx, 

R->PR. s -» ye. p -» y/>, 


où — = ). * +1 , y = A -2 . 

On peut chercher des solutions invariantes par les sous-groupes à un 
paramétre de ce groupe du type a = f} s , / = y — « ~ 5 Kl + k) 

n.. ....... _. . . . ’ 4k 


Ces solutions se présenteront sous la forme 


r - *%(;.), a = JFa,(A), c = /?- 2 v ei (; j ; 


Les équations (24) n’admettent de solutions du type (28) que pour 
1 + 3k’ 3UqUel C3S dlcs definissent un système d’équations ordinaires 


(système dynamique): 


2 dr x ÜnG 


d/„ c 4 




l - “L = M 


dons indépendantes de^condnîr 11 ' 1 ^ ('"dépendantes de r) et des solu- 
que^nous n’indiquerons pas ici paiement ù des systèmes dynamiques 

soSe ^?— f deniandons lu’à l'instant ; Ct !. U - a ! ,ons t 24 ) Peut se poser comme 
soient vérifiées : ,ns,ant in '"al t = 0 les conditions suivantes 

3 r s A ^ ~ 


r 3 ,nStam ini,ia ' ' ~° '«^i^s su^ntes 

SUUanl le ra y° n r et c > (V) UCheS sphéric ï u ^ de matière sont ordonnées 
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b) On a aux bords r(R 0 ) = 0, a(R 0 ) = 0 et r -> oo, a -> pour R -+ /?! 
Alors le domaine admissible de variation de la coordonnée concomitante 
(lagrangienne) R sera R 0 ^ R< R l9 tandis que 0 ^ r < oo. L'intervalle 
de variation de R peut aussi être 
infini (cette condition est inessentiel- 
le). Les équations (24) ont toujours 

lieu, mais elles ne sont équivalentes r (R 0) z' 

à (17) que pour e ^ 0, r'^ 0, r ^0. 

Si r -> oo, on a alors e -► 0, si 
bien que l’intégrale converge : a n = 

R t / 


8tuG r 

C 4 J 


er 2 dr < 0, puisque û? 0 = 


Fig. 117. 


= £*tot. ‘ const. ~ 

c) Pour r = 0 on a r(R) = 

= r(R , 0) > tf(R), R > /?o* Cette pjg jj 7 

condition tient à ce que toute la 

matière doit être observable à l’instant initial t = 0 (fig. 117). 

3. Solutions à symétrie axiale. Nous considérerons à présent fune solu¬ 
tion stationnaire à symétrie axiale qui définit le champ de gravitation d’un 
«trou noir en rotation», ou «solution de Kerr». 

Définition 3. On dit que la métrique g ab de signature (-j-, —, —, —) 
sur une variété M 4 est stationnaire et à symétrie axiale si, dans un système 
de coordonnées locales, elle est indépendante du temps t et d’une coordonnée 
angulaire (spatiale) cp, 0 ^ (p ^ 2n. Il existe en particulier un groupe de 
déplacements commutatif G = R x S 1 opérant sur la variété: les orbites 
R X (^o) de ce groupe sont temporelles, et ses orbites t 0 x S 1 , spatiales. 

Dans l’espace vide T ab = 0 muni de coordonnées r, 0, <p, r, la solution 
de Kerr des équations (1) se définit pour c = 1 par la formule 

ds 2 — dt 2 — \dr 2 + 2 a sin 2 0 dr d<p + (r 2 + a 2 ) sin 2 0 dtp 2 + 


-[ 


+ P 2 JO 2 + — (dr 
P 


a sin 2 0 d(p 


où p 2 = r 2 -h à 2 cos 2 0, a = const. Les coordonnées ordinaires (.y, y, r) e R 3 
s'écrivent alors 

x = |/r 2 + a 3 sin 0 cos^<p — arc tg j, 

y = fr 2 + a 2 sinflsin — arctg— 

z = r cos 0, 0 ^ 0 ^ 7t, 0 ^ <p ^ 27 t. 
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Les surfaces de niveau r = const, t = t„ sont donc des ellipsoïdes aplatis 
suivant l'axe r. Les surfaces 0 = 0 O , t = t„ sont des hyperboloïdes à une 
nappe du type 

-v 2 + y 2 _r*_ = J 

a 2 sin 2 0 a 2 cos 2 0 ' (3I) 

La coordonnée r peut être négative dans un cas particulier que nous verrons 
plus tard. 

Introduisons les notations 

A = r 2 — 2mr + a 2 , 

dt* = dt — 2mr-^— 9 


dcp* = d<p + ——. 

A 

En coordonnées nouvelles r , t * <p* 9 0 la métrique (29) devient 
dr 2 - p 2 d0 2 + (r 2 + a 2 ) sin 2 0(<fy*) 2 - 
2mr . . , 

“ (« sin 2 0</<p* + dt*) 2 + {dt*f. (33) 

(Vénfier !) Le groupe G opère par des transformations 

'* - '* + con st, <p*- 9 * + const 

(6), U (^ = ° ,CS f ° rmUleS P3) nous donnent ,a métrique de Schwarzschild 

koJrtTpMr q “ e mé,ri, < ue esl ^.lenlc à celle de Min- 

c -Te - “ n ° n de la mé,ri S“ e ( 33 >. « Posant 

j {<•>+«■+-—sjnesj, 

O 2 6 -P ’ 


d sin 2 0 
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De même que dans la solution de Schwarzschild, la ligne d’horizon a pour 
équation g rr = 0 ou A = 0: 

A = r 2 — 2wr + a 2 = 0, 

_ (35) 

r±= m± \m 2 - a 2 . 

Deux cas sont à distinguer alors: 

1) a > m 9 les racines r ± sont complexes; 

2) a < m, les racines sont réelles et positives. 

Etudions d’abord le premier cas (une rotation rapide). On a ici ^0 
pour des r réels, et la métrique (33) a toujours un sens. La ligne d’horizon 
est inexistante, puisqu’on a g rr < 0 pour r quelconque. On a toujours 
g 00 > 0. La métrique présente des singularités pour r = 0, cos 2 0 = 0 
(et pour t*, cp* quelconques). L’ensemble des singularités se définit en 
coordonnées (.v, y, z) par l’équation 

x 2 + y 2 = a 2 , z = 0, f* quelconque. (36) 

Cette singularité est observée de l’extérieur (c’est-à-dire de la région r -* oo): 
elle est «nue». En dehors de sa singularité, la métrique est régulière. L’équa¬ 
tion gv*v* = 0 nous donne 

r 2 — 2mr + a 2 cos 2 0 = 0, r = m ± ]fm 2 — a 2 cos 2 0, 

équations qui définissent une «ergosphère». A l’intérieur de l’ergosphère, 
la fonction </?* a un gradient temporel. 

Les courbes r = const, 0 = const, /* = const de la coordonnée <p* sont 
fermées et temporelles à l’intérieur du domaine 

ÎpV = - |V 2 + a 2 

Pour cos 0 = 0 ce sont les courbes de r 2 = r% < ma. 

Passons au second cas (a < m). Le domaine de l’observateur exté¬ 
rieur est 

(/) r > m + ][m 2 — a 2 = r+; (38) 

la fonction r est spatiale dans ce domaine. Il y a aussi deux autres 
domaines: 

(//) r_ < r < r + (39) 

(r est temporelle) et 

(///) - oo < r < r_ (40) 

(r est spatiale). Si r -> r + dans /, on a g 00 -> oo, aussi la fonction temps 
de l’observateur extérieur t* a-t-elle un sens dans I uniquement. La coor¬ 
donnée r est isotrope pour r = r ± (à l’horizon). 
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En III la métrique présente une singularité. Dans ce domaine le cycle 
de variation de </>* (r = r 0 < 0, 0 = const, t* = const) est fermé et temporel 
(vérifier !). 

On construit l'ensemble complet A/ 4 en recollant les domaines /, //, /// 
par analogie à la \ariété de Kruskal (voir (11)): 

1) on peut recoller à un domaine / pour r -*■ r + deux domaines // 
(un «trou blanc» pour t —*• — oo et un «trou noir» pour /—►-}- oo, comme 
précédemment pour la solution de Schwarzschild) ; 

2) on peut recoller à un domaine II soit deux domaines III avec 
r -* r_ , soit deux domaines I avec r -* r+ ; 

3) on peut recoller à un domaine III deux domaines II avec /• -► /•_. 

Les recollements sont symbolisés à l'aide du diagramme représenté 

sur la figure 118. 

Les coordonnées valables dans chaque ensemble de quatre domaines 
des types I-II et ///-// sont analogues aux coordonnées de Kruskal 
(voir fig. 115). Le recollement présente, dans le cas considéré, de grandes 
difficultés analytiques. On peut cependant effectuer ce recollement par 
analogie au cas de la symétrie sphérique. Remarquons que l’opération B 


ie: sus:*-*: as cc:~- 
doniées Locales i r v. r 
s'étendent à l'taténsu- ce 
croque grouse de 
dosâmes /X 


(type l-E) 
domaine L 


<w; 


Domaine / 

(Lignes de mue au r) / 


Domaine I 
* (Lignes de niveau r) 



r~r_ 

r -r- 



(tgpe g-an 

domaine W„ 


Domaine M 
(Lignes de niveau r) 


Fig. 118. 


transformant V n en K n+1 et W n en tV n + 1 est un déplacement. Nous pouvons 
donc construire une «solution de Kerr multiplement connexe» en posant 


A/ 4 = M 4 /B 
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pour un point quelconque x e M x . Les passages possibles dans le domaine 
futur le long des courbes temporelles sont: 

domaine (V n , I) -» domaine ( W n+l ,II ) s domaine (V n , II); 

domaine ( fV„ , II) -> domaine (K n , /); 

domaine III) —> domaine (W n , If) ^ domaine (V n , II). 

La variété multiplement connexe A/ 4 admet donc des cycles temporels 
dont l’origine et 1 extrémité appartiennent au domaine / (domaine de l’ob¬ 
servateur extérieur). 


Remarques. Les solutions de Schwarzschild et de Kerr possèdent, dans 
le cas 2, la propriété suivante: la surface d’horizon n’est pas une singularité 
de la métrique sur M 4 . On dit que les solutions sont exemptes de «singula¬ 
rité nue» qui pourrait être directement observée. Il existe des théorèmes 
qui démontrent l’unicité de ces métriques dans des classes déterminées 
de solutions des équations d’Einstein R ab = 0 présentant la propriété 
indiquée. A ce titre, la métrique de Schwarzschild est la seule solution parmi 
les métriques statiques en coordonnées x, y , z, r, où g 0 *= 0, qui soit asymp¬ 
totiquement triviale pour r -> oo et qui admette une surface d’horizon 
non singulière dans l’espace ( a % v , z) en dehors de laquelle elles sont définies. 
De même, la métrique de Kerr est la seule solution parmi les métriques 
stationnaires g Uar ^ 0 qui sont exemptes de singularités hors de la surface 
d’horizon. Nous ne donnons pas la démonstration de ces importants 
théorèmes d’unicité. 

Il existe une hypothèse aux termes de laquelle toute masse de grandeur 
finie en implosion engendre asymptotiquement, par rapport au temps 
pour t -> oo, la métrique de Schwarzschild ou de Kerr (dans le domaine 
de l’observateur extérieur). On suppose que la métrique originelle n avait 
aucune singularité pour t = 0. 


4. Modèles cosmologiques. Une autre classe de problèmes liés à la 
Relativité générale consiste à construire et à étudier des modèles d'évolution 
susceptibles de donner une idée sur l’évolution générale de la métrique 
globale de l’Univers. Les variétés à quatre dimensions A/ 4 munies de la 
métrique g ab construites dans le cadre de ces problèmes portent le nom 
de modèles cosmologiques. 


La difficulté majeure réside dans l'impossibilité de formuler des condi¬ 
tions aux limites universelles applicables aux équations d Einstein dans 
cette optique: nous nous contenterons donc de considérer des modèles 
cosmologiques dits homogènes, en supposant que la mclrique soit (a 1 instant 
, -, » __ nntnt Ht* 1 tenace. Voici un énoncé 


plus rigoureux: 


Définition 4. On dit que la variété à quatre dimensions M* munie 
de la métrique gab et vérifiant l’équation d’E.nste.n (1) est un modèle cosmo - 



SOLUTIONS DES PROBLÈMES VARIATIONNELS^ 


l 0zi gue homogène si elle admet un groupe de déplacements G (par exemple 
opérant à gauche) dont les orbites sont tridimensionnelles et spatiales 
h Dans i e ^exte qui suit, on introduit toujours un système local dont les 
coordonnées (x\ .y 2 , a* 3 ) (spatiales) sont tangentes aux orbites de G, et 
la coordonnée temporelle a * 0 est orthogonale aux orbites. Si la coordonnée 
v o _ ct es t orthogonale aux orbites et g 00 = I, il s’agit d’un référentiel 
synchrone. Le plus souvent les modèles cosmologiques seront homogènes 
et placés dans un référentiel synchrone. Les modèles homogènes les plus 
généraux admettent un groupe de déplacements G à trois dimensions (la 
classification de leurs algèbres de Lie a été citée dans la Première partie, § 24). 

L’ensemble des orbites forme une variété à une dimension («axe du 
temps») et admet une application naturelle 


piM^N 1 


(fibration) dont les fibres /?' x (/ u ) sont orbites de G. La donnée d’un axe 
du temps, par exemple dans le référentiel synchrone, munit cette fibration 
d’une connexion: la courbure est nulle, car la base est unidimensionnelle. 

Supposons que le groupe G soit à trois dimensions. Dans ce cas il est 
commode de représenter la métrique de M x sous forme d'une «tétrade». 
Considérons quatre champs de vecteurs invariants à gauche (ne pas con¬ 
fondre avec les générateurs du groupe G!) X 0 , X l9 X 2 , X 3 ; le champ X {) 
sera transversal et les champs X i, X 2 , X 3 seront tangents aux orbites de G. 
Nous demanderons que 

[Z 0 , JTJ = 0, [X a9 X fi ] = c^X Y (41 ) 

(oc, f = 1, 2, 3); ici cl P sont les constantes de structure de l’algèbre de Lie 
du groupe G indépendantes du temps. Le référentiel étant synchrone, 
on demande en outre que X 0 soit orthogonal aux orbites du groupe et qu’il 
y ait g™ = 1. La métrique se définit par les produits scalaires 

&*fi C^cr’ Xp), ( 42 ) 

£on=l, go* = 0, a =1,2, 3. 

Puisque le modèle est homogène, la métrique g aP (t) ne dépend que du temps t 
dont les courbes sont parallèles au champ X 0 . 

Les équations d’Einstein avec le tenseur hydrodynamique d’énergie- 
impulsion T ab = (p + e)u a u h — pg ab se réduisent à un système d'équations 
du second ordre imposées à la matrice symétrique g aP (t) dans lesquelles 
on a éliminé u , e, p en faisant intervenir les lois de conservation et les liaisons : 


VaTS = 0, <w, u) = 1, p = pie). (43) 

Nous posons comme précédemment p = ke, où 0 < k < 1 (les cas les 
plus intéressants étant p = 0 et p = e/3, où = 0). Nous obtenons après 
élimination un système dynamique étendu à un espace de phases (g 7P (t), g 7 p(0) 
de dimension 12, plus exactement à un domaine de cet espace défini par 
les conditions: 

1) g,pi m ^ p < 0 (les orbites doivent être spatiales); 
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2) e(&*/b èap) ^00 énergie doit être positive). Ce domaine, que nous 
noterons S, sera appelé «domaine physique» dans l'espace de phases 
/ g a p) = R 12 - Les équations d'Einstein seront considérées comme 
un*système dynamique dans S. Chaque courbe intégrale de S représente 
u ne métrique g a p(t ), donc un modèle cosmologique homogène admettant 
le sroupe des déplacements à trois dimensions G donné, ou une variété M x . 

~Parmi les modèles homogènes généraux, on distingue des cas où les 
métriques g 7P (0 admettent le groupe réel des déplacements G (c’est-à-dire 
le troupe complet des déplacements sur Af\) plus vaste, G d G. Considé¬ 
rons le groupe des déplacements maximal G z> G qui possède les mêmes 
orbites que G. Le groupe G est par suite le groupe des déplacements sur 
chaque orbite M\t) du groupe G: 


où H est le stabilisateur dans un point donné. Il est évident que l'inter¬ 
section G R H du groupe tridimensionnel G avec H est discrète. Quant 
aux dimensions, on a 

dirn G = 3 + dim H. 

A 

Remarque. Il se peut en principe qu'un modèle homogène M* de groupe G 
de dimension > 3 admette des orbites spatiales a trois dimensions M ( ) 
sans que G admette un seul sous-groupe tridimensionnel G opérant transi¬ 
tivement sur M 3 (t). Nous ne considérerons pas ce cas ici. 

Exercice. Chercher tous les groupes des déplacements sur les variétés 
tridimensionnelles qui n'admettent aucun sous-group 

“ecas général où la î 

paramètres et qui englobe tous les exemples les plus 

sous-groupe transitif à trois d^ens^s G = ^ (f) de l'espace 

Si la dimension de G est supe ... 0 sénéité de l'espace par une 
homogène MHt), définie en ver u * ^ donné)> ne peut pas être 

matrice de produits scalaires en P * conservant le point impose des 
arbitraire. L’action du groupe la matrice g^O)- Puisque 

restrictions à la matrice g a p( 0» uoe de SO( 3). Deux cas sont a 

< c, le groupe H es. uu sous-groupe 

distinguer alors: A 

a > SO( 3) (isotropie compte), ^ La dimen sion de G 

b )H= SO(2) (isotropie axiale < ^ 4 (ca$ b)) . 

sera par suite ou bien 6 (cas )), ^ réservée aux modèles 

5. Modèles de Friedmann. Cette app de dimension 6 (cas de 

homogènes et isotropes dont le §£°“P à rétude et présentent un mte- 

l'isotropie complète). Ils se prêtent a.sement 
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rèt fondamental en cosmologie relativiste. Les observations astronomiques 
montrent qu a l'étape actuelle l’Univers présente une distribution homogène 
et isotrope de la matière «en moyenne», la mise en moyenne s’opérant à 
une échelle suffisamment élevée qui est néanmoins négligeable devant 
la Métagalaxie, c'est-à-dire la partie de l’Univers qu'on peut observer 
aujourd'hui. (Le diamètre de la Métagalaxie est à peu près 10 28 cm; 
en parlant de l'isotropie de la distribution de la matière, on doit faire la 
moyenne à l'échelle des amas de galaxies, soit 10 23 ou 10 20 cm. Pourtant, 
aucune anisotropie n'a pu être décelée jusqu'à présent dans le rayonnement 
résiduel; rappelons qu'aux stades antérieurs de l'évolution de l'Univers, 
la densité de l'énergie du rayonnement résiduel était supérieure à la densité 
de la matière.) 

Les variétés tridimensionnelles simplement connexes homogènes et 
isotropes A/ 3 , qui admettent un groupe G de dimension 6, sont au nombre 
de trois. Ce sont la sphère S 3 , l'espace euclidien R 3 et l'espace lobatchevs- 
kien L 3 (voir Première partie, §§ 9 et 10, pour le cas bidimensionnel). 
Si t est le paramètre, la métrique de ces espaces peut s'écrire sous la forme 

dy 2 + sin*ydQ\S 3 ), 

dl 2 (t) = a 2 (t)dll = a 2 \dy 2 + jfW(R 3 ), (44) 

dy 2 + sh 2 ydQ 2 (L 3 ), 

dPJ = dO 2 + sinWcp 2 , 

où a 2 est un facteur d'échelle, dQ 2 la métrique ordinaire de la sphère 
unité S 1 . Dans un référentiel synchrone, la métrique de M 4 s’écrira donc 

ds 2 = c 2 dt 2 - dl 2 (t) = (dx«f - a 2 (t)dl 2 . (45) 

Ensuite, dans le cas complètement isotrope la vitesse u de la matière 
doit être triviale, u = (1,0. 0, 0), sinon l’isotropie cessera d’être complète. 
Introduisons une nouvelle coordonnée temporelle t] en posant 

c dt — a drj. (46) 

Il vient alors 

ds 2 = a 2 (ji) (drf -f dit). (47) 

Cherchons R[J et R pour la sphère 5 3 à l’aide des formules générales 
(voir Première partie, §30). Il vient 


- - - (a + a"), RI -(a'’- - aa"). 

à 3 a 4 


Puisque u 
du iront à 



( 48 ) 


pans le cas de la sphère S 3 on en déduit l‘équation 


La relation 


8ttG 3 „ 

—-£= (û'2 + a 2) 

r 1 n* 


VJî = o 


nous donne pour chacun des trois cas S 3 , R 3 , L 3 


P + e 


= 3 cl ln a, 


3 In a = — V -r const. 

JP + £ 

Connaissant l’équation d’état p(e), on déduit de (48) et (49) la solution 
complète du problème de recherche de la métrique ds 2 (la fonction a(t)). 

Si p = 0. on a e = pc 2 . où p est la densité de la masse. La quantité 
M = pà 3 est intégrale de (48). 

1) Pour la sphère S 3 on a 

a = a 0 (l - cos >;), 

t = — 0/ - sin //). 
c 

Si le temps est faible (n - 0), on a pour la densité de la masse: 

1 (50) 

' 6nG 

(vérifier !). Quand a -* 0 la métrique admet une singularité 

2) Pour L 3 on a 

?£? c= = — (a*-a 2 ), 


a -- a 0 (ch // 


_1), /= =^(sh„-i7). 


n la densité de la masse présente le même 
Remarquons que pour t] 0 1 2 

comportement asymptotique (50) qu aupara / 
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3) Pour R* on a (pour p 


3 / da Y* 

** V àf ) 


pa 3 = const. 


const Z 23 . 


Lorsque rj 0 on a comme précédemment p 


6/tG 


Si l’équation 


d'état est p = , les formules analogues sont faciles à déduire, mais l’inté¬ 

grale s'écrira alors r.a* = const. Dans le cas de e oo, on utilise cette 

équation, de préférence à p = 0. 

S J . . L'exercice suivant permet de dégager une 

c \ k ' propriété curieuse. 

* _ _j?/« 5 i n n) Exercice. Montrer que la métrique d'un 

c J modèle isotrope est «conformément plate» 
2°: I (c'est-à-dire conformément équivalente à la 

/ \ métrique de Minkowski). 

y \ : Il est facile de voir que les rayons lumineux 

2x; : se propagent dans chacun des trois cas 

c) suivant les lignes (cp = 0 = const) 

* Z = ± rj + const. (53) 

u Puisque la métrique n'est pas stationnaire, 

la fréquence de la lumière eu n’est pas une 
£ 2 'J intégrale de mouvement; en revanche, on a 

en tout point du chemin parcouru par la 
lumière c oa = const. 

7 Exercice. Considérer l'équation de 

u Maxwell dans une métrique isotrope du type 

j ds 2 = a(rj) (drj 2 —dll), où a{rj) est une fonction 

L arbitraire. Chercher les solutions (complexes) 

o\ ^ du type 

A(x. t) = e lm, Â(x), c dt = a di). 

I i'3 0 [chrj t) Montrer que o>a = const. 

I / * - -J) Si o) 0 est la fréquence à l'instant d’émission 

\(_ _ rjo ~ ?! Z de la lumière, on a à l’instant 

d'observation t / 

J ... - a(n-x) 


i(chrj-l) 


i-Y(shr}-’]) 


Fig. 119. 


a(r\ 

OJo - 


Les courbes représentatives de ûr(rç) pour chacun des trois cas considérés 
sont montrées sur la figure 119 (on peut aussi prendre t — t, t] -► — ;/). 


L es observations astronomiques montrent que notre Univers est en 
expansion : on observe directement la quantité 

[j a '( >l) d ln a 

(55) 

appelée constante de Hubble. A I heure actuelle, la quantité H 1 qui se 
mesure en unités de temps est évaluée comme suit: 

H -1 ~ 13-10 9 ans ± 25%. ( 5 $) 

On en déduit en particulier la finitude du temps écoulé depuis l'instant 
fl = 0 jusqu’à l’instant t 0 , où \/Ha. la valeur actuelle donnée par (56). 
Nous pouvons écrire les relations 

S 3 :, = «L (rJ _ sin , } = ± m = ± s JL ^-sin^ 
c H H (1 — cos r]) 1 

RS ff-1, (57, 

= f* (s „ , - ,) - 

c H H (ch?/ - 1)- 

2 2 

Puisque — < ffy) < 1, 0 < g{>]) < —, la conclusion est la même dans 

tous les cas: le temps Z 0 écoulé depuis Vinstant a = 0 jusqu à l instant ou H 
a la valeur actuelle lie dépasse pas H ~ 1 {dans le modèle isotrope de Fried¬ 
man n avec p = 0). Avec p = —, les évaluations ne changent pas beaucoup 

(vérifier!). n 

3 h 2 > _ 

Exercice. Montrer que pour p > on a * e cas ^ ' P° ur ^ — $ n Q 

le cas R 3 et pour /i < le cas L 3 (p = 0). 

87rG 

6. Modèles anisotropes dans le vide. Il est naturel de se• ^5™* et [S0 _ 
les conclusions fondamentales faites pour des mo e . savoir, on 

tropes restent valables dans des cas plus generaux. La seu j e 

considère toutes sortes de perturbations de mo c lsotroDe es t celle 
«lasse bien étudiée des «grandes» perturbations “ ™ questions les 

des modèles homogènes (mais anisotropes) gc 

y~5„7^ admet-elle une *«**« La parité est- 
die une propriété exclusive du modèle isotrope 
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2. Peut-on affirmer que les états initiaux suffisamment généraux admis 
pour la recherche de la métrique évoluent vers l'état isotrope qu'on observe 
actuellement? 

En ce qui concerne la singularité, on démontre sans peine ce qui suit. 
Soit g = dei (g, # (t)), et soit do = ]f— g d*x un élément de volume sur M '_ 
Puisque la densité d'énergie doit être positive, r 0 o > 0, les équations 
d'Einstein permettent de voir qu'il existe un point /„ tel que g(r 0 ) = 0. 
Mous le verrons plus tard pour quelques modèles homogènes. Cela ne 
signifie pas pour autant que toute variété A/ 1 dotée de la métrique g ah de 
signature (-1-,—,—,—) présente une singularité. En effet, nous avons 
opéré dans un référentiel synchrone où la partie «spatiale» se réduit aux 
orbites du groupe, tandis que le temps / est orthogonal aux orbites. 

Introduisons une nouvelle coordonnée temporelle 3c„ qui ne sera pas 
orthogonale aux orbites (mais restera transversale à celles-ci). Supposons 
qu'm ec cette coordonnée la métrique g üb devienne 

foo foi 0 0 

~ fio fii fia f 13 

o ab /\ » a, » 

U g 21 g 22 g23 

\ 0 f 31 f 32 f 33 

Soit f m # 0. On pourrait choisir par exemple une coordonnée «isotrope» à° 
pour laquelle f uo = 0. Rigoureusement parlant, on se trouve en présence 
de nou\ eaux champs invariants à gauche À; qui vérifient eux aussi les rela¬ 
tions (41) Si X„ est une géedésique isotrope, alors g 00 = 0, g 01 = y = const. 
bi pour / = t 0 on avait 

fil = f 12 = f 13 = 0, 

alors la restriction de la métrique g ab à l'orbite M\t 0 ) est dégénérée, ce qui 

donne g - 0 en passant au reférentiel synchrone. C’est une «singularité 

*v C C SC produire dé J a a la suite d’une perturbation à symétrie 
axiale du modèle isotrope. 

arwJ 3 , d ! fferenCe du . Cas lsotro P e > * es modèles homogènes anisotropes 
admettent toute une sérié de solutions non triviales «dans le vide», c’est-à- 
dire avec e = 0. Citons-en quelques-unes. 

âJnJ°ï‘ ti0, \ de D Kasner - fcl on a G = R 3 (type I selon la classification 

" l dans la PrerTllere P a «ie, §24, n°5). Pour c = 1 la métrique se 
présente comme suit: 

(h- = dt — Yi t 2p ° (dx*y. (59) 

a— 1 

dansée 1 * vide ndll ' 0nS Suivanles sont é( l uiva| entes à l’équation d’Einstein 
Rah = 0 £ p a = 1, Ÿ pl = 1. 

*-> «-i 
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Exercice. Montrer que pour p x =0, p 2 = 0, /? 3 = 1 la métrique de 
Kasner se laisse réduire par un changement de coordonnées à la métrique 
de Minkowski. Cela revient à dire que la singularité f = 0 est bien «fictive» 
dans ce cas. Les champs X a commutent et donnent les axes de coordonnées 
Que devient 1 action du groupe G = R 3 dans l’espace minkowskien? 

2) Solution de Taub-Misner. Ici on a G = SU( 2) (type IX). Nous 
admettons que la matrice g afi (t) est diagonale dans le référentiel synchrone, 
g*p = <7’<V Soient q\ = a , q\ = b, q\ = c. Le cas de Taub-Misner est 
défini par les conditions suivantes: 

a) isotropie axiale a = b ( le groupe complet G est à quatre dimensions 
et isomorphe à SU( 2) x SO(2 )); 

b) 6 = 0. 

Les équations d’Einstein R ab = 0 sont complètement intégrables. Dans le 
référentiel synchrone, la solution se présente comme suit: 

a 2 = b 2 ch ( 2 /> T + <*i) 

2 ch“(/?T -j- ^ 2 ) 

(60) 

c--3£-. 

ch(2/?t -f ^ 1 ) dt abc 

Les orbites spatiales sont M\t) = SU(2) = S 3 . Pour t -> 0 les dimen¬ 
sions linéaires sur l’orbite tendent vers 0 suivant une direction, comme le 
montrent les formules (60). Cela revient à dire qu'on a dans le référentiel 
synchrone une application de contraction 

t 0, p: S* -> S 2 = M\ 0) = SV S 1 = SU(2)/SO(2) 

de fibre S 1 ; c’est un fibré de Hopf au-dessus de S 2 . On pourrait croire qu'une 
sphère singulière S 2 apparaît pour t = 0. Cependant on peut introduire 
de nouveaux champs , à coordonnée X$ isotrope, vérifiant les condi¬ 
tions (41); avec ces champs, la métrique n'a aucune singularité pour t = 0 
et s'écrit 

, 0 ± 1 0 On 

o !f> ») 0 -<*■•*>• <*» 

1 0 0 0 f^V 


g ( â } = 


= (X=, X b >. 


T\ = - 


At + 1 


+ 1 ) 


&f , = & ±) = ** + - 


Ce sont les métriques de Taub-Misner. 

Exercice. Montrer que les métriques (61) et (60) définissent une seule 

et même variété M* dans le domaine ou t >0. Exprimer les champs X ü 
en fonction de Xz sous forme de la matrice A(j), f{r'^ 0- 
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Sur l'orbite t = 0 les courbes intégrales du champ Xf dans 
Sé r (2) = A/ 3 (0) sont des courbes isotropes fermées. 

Exercice. Montrer que les lignes de la coordonnée ancienne (synchrone) 

Y ü 

y° du domaine où / > 0, t = — , s'enroulent autour de ces cercles comme 

c 

autour des cycles limites. Ce sont des courbes topologiquement infinies 
de longueur finie (ce qui traduit le caractère «incomplet» de la métrique 
indéfinie). 

Remarque. Les métriques de Taub-Misner qui prolongent analy¬ 
tiquement une seule et même métrique de Taub en temps synchrone (t) 
du domaine />0 présentent une particularité: aucun changement de 
\ariables dans ce domaine, transformant en g^l\ ne peut être prolongé 
analytiquement sur la variété tout entière. Il y a plus: les métriques g+ b 
et g~ b ne sont pas du tout isomorphes sur la variété M x tout entière, car 
l'isométrie entre ces métriques dans le domaine t > 0 est unique et la ma¬ 
trice A(t) de transition des champs X~ aux champs X~ n’est pas analy¬ 
tique pour r = 0 (/ étant le temps synchrone). On voit donc que le prolon¬ 
gement analytique cesse d'être unique au-delà de la singularité fictive. 

Les particularités de la métrique de Taub-Misner ne doivent pas étonner. 
Considérons en effet une simple métrique bidimensionnelle sur une variété 
à deux dimensions munie de coordonnées x, t dans le domaine t > 0: 


ds 2 = dr 2 - — (dx) 2 . 

4 

Cette métrique admet un groupe G: x-+x + x 0 . Supposons que x soit 
une coordonnée cyclique, x ~ x + 2n. On obtient donc G — 50(2). 
Cette métrique est synchrone; elle a un sens seulement pour x > 0. Fai¬ 
sons deux prolongements définis par des changements de variables: 

t = 2 ][u+, x = ln u+ — v + ; 


x = 2 ][u+, x = ln u + — v+; 

z = 2 ]fûZ, x = ln w_ + v_. 

En coordonnées (u ± , v ± ) on a 

ds\ = ± 2du ± dv ± — u ± (dv ± ) 2 . 

La matrice g ( a % } se présente comme suit: 

“•-c 

La coordonnée v ± est cyclique, — oo < u ± < oo. Dans le cas bidimension¬ 
nel, le changement de variables faisant passer dcgffi à gffi existe et s’écrit 


= w-, 


v+ — — v. 


Ce changement ne peut pas être généralisé à la solution de Taub-Misner. 
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Dans le cas des métriques bidimensionnelles (ds ± f, la ligne u =0 
est un cycle limite pour les lignes du temps synchrone *=const orthogo¬ 
nales aux orbites du groupe G = SO(2) (fig. 120). 

7. Modèles plus généraux. On connaît plusieurs modèles homogènes 
dans l’espace non vide (e ^ 0); ce sont des modèles plus compliqués, qui 
admettent aussi une «singularité fictive» 

et se laissent prolonger dans le domaine /A/ ' 1 ' ( ' / ' 

où les orbites du groupe cessent d’être / / h '/ \ \'l \ 

spatiales (le comportement de ces solu- | i \l / \ 

tions dans le domaine indiqué est quel- y ±i ,, jj/l j jfv_ 

quefois beaucoup plus compliqué). Sont \ I \ / / 

particulièrement intéressants les modèles , \ U \ / \ , 

homogènes dont les groupes sont des ' \\'\ / \ J \ f 
types I, V, VII et IX (voir Première partie, z=0 —^— 

§ 24). Les algèbres de Lie de ces groupes ‘ u - 

sont définies par les formules suivantes: Fig. 120. (u, v) est un cylindre- 

Sont tracées les lignes x = const = 

R* (type I), [X x , X p ] = 0; = ln «_ + v_. 

g 6 (type V), [A'i, X-il = X.,, [X 2 , X 3 ] = 0, [X 3 , Jfj = —X 3 ; 

q- (type VII), [X x , X 2 ] = aX, + X 3 , [X 2 , X 3 ] = X u 

[X 3 , XJ = X t - aX 3 ; 

^(type IX), [X u X 2 ] = X 3 , [X 2 , X 3 ] = X x , [X 3 , X x ] = X 2 . 

L’intérêt de ces modèles réside surtout dans le fait que chaque modèle 
contient le modèle isotrope de Friedmann comme un cas 
permet d’avancer l’idée d’«isotropisation» de a me • une so i u - 

Pexpansion de l’Univers. La solution la plus simple qui fou«ut une solu 
tion «naïve» du problème d’isotropisation dans un cas particulier, 
métrique de Heckmann-Schücking (type I) 

x’ 2p ‘ (f < t Y 3 2p ‘ dxf, 
ds 2 = dt 2 - S (' T ,o) 

(62) 

C: > 0, Pl + Pi +Pz=Pl + P 2+PÎ= L .. 

Pour f 0 la solution se compotre 

^ DansTe^modèles SïïftpS.ïïWbie.’de Lie des groupes des dépla¬ 
cements se présentent comme suit. ,• 

G = G+ : \Xi> = ««A’ [Yi ’ [x~Yj] = 0 (cas de ^), 

G = G§: [Xi. Xj] - [Xi ' ^ - (cas d e R3), 

(cas de L 3 )> 

G = Gt = si (2, C) 


22-302 
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Indiquons, pour ccs algèbres de Lie, les sous-algèbres de G i\ trois di¬ 
mensions des types I, V. VIL IX qui opèrent transitivement sur les variétés 

S 3 , R 3 , 

I: Yj] = 0, ij= 1,2,3; 

V: [X x , XJ = X 2 , [.X 2 , XJ = 0, [X 3 , XJ = - X 3 ; 3 

VII: [X^ XJ = oX 2 -h X 3 , [X 2 , XJ = Xj, [X 3 , XJ = X 2 <îX 3 , 

IX: [X,, Xj] = &ijkXii, î,j\ k = 1, 2, 3. 

On voit donc que les solutions de Friedmann pour le cas isotrope sont 
un cas particulier des modèles homogènes des types I, V, VII et IX, qui 
conviennent par suite à l'étude de leurs perturbations homogènes. (Dans 
l'ensemble des constantes de structure possibles, les types I et V sont 
«limites» pour les types VII et IX.) 

Il se trouve que les solutions à singularité fictive ne sont pas générales 
dans le cas des modèles des types I, VII, IX (et probablement V) et dispa¬ 
raissent lorsque les perturbations sont faibles (sont «atypiques»). Il existe 
beaucoup de types de comportement asymptotique pour t 0, dont le 
plus compliqué est le «régime oscillatoire» découvert assez récemment. 
La question a attiré l'attention des chercheurs dès la fin des années 60 et 
est suffisamment élaborée. Nous n’allons pas ici entrer en détail des pro¬ 
blèmes liés aux univers oscillants ni de la théorie des équations d'Einstein 
comme théorie qualitative des systèmes dynamiques. 

Dans un modèle du type IX (de groupe G = SU( 2)), si la matière est 
immobile «en moyenne» (w = (1, 0, 0, 0)), on peut admettre que la métrique 
de l’espace soit à chaque instant diagonale en temps synchrone : 

Si p = kz, 0^k ^ 1, il suffit de faire le changement du temps / -► rç pour 
que les équations d’Einstein prennent la forme d’un système de Hamilton 
de hamiltonien H (vérifier !): 


(64) 

3 3 

Po (x u x,, x 3 ) = 2 V x a x fi — £ A- 


Remarque. Dans un modèle du type T, le système est aussi diagonali- 

sable, et son hamiltonien devient H =H\p, q)= - Pz(pM- 

„ . . 4(<7 1 ^ 2 g 3 ) 1_fc 

Il existe une relation déterminée entre H c te: 


e(<Mü0ï) 1+ * = A = H(p,q)>0. 


(65) 
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Le «domaine physique» S <=. R *(p,q) se définit donc par les conditions 

g a >0, H(p,q)^0. (66) 

11 existe un groupe de transformations d’cchelle: 

g* -* p a A/?,, H -> )M. (67) 

Pour l’élément de volume q = g — q^^U on a 

g = ~ q'ÏPiqi + + pæ)- ( 68 ) 

2 

D’où il ressort que si q(t 0 ) < 0, alors q(t) < 0 pour tout / > f 0 , avec par 
d 1 

ailleurs — 0/ ,/8 )<0. En orientant le temps dans le sens de la contraction, 
dt 2 

on obtiendra donc toujours un point t x tel que q(ti) = 0 (une singularité 
ou une «singularité fictive»). En orientant le temps en sens inverse (expan¬ 
sion), on peut étudier le domaine de q > 0 et q > 0. Le cas d'isotropie 
axiale se produit sur la surface de phases q 2 = q% (ou q 2 = q 3 , P* = Pu)- 
Le groupe des transformations dcchelle (47) permet de réduire les équations 
d'Einstein à un système dynamique à trois dimensions. Choisissons des 
coordonnées 


u = /Wi _ Pdi 
p«q 2 H - ptf* ~ p^q-i 


r 2 = v=jpw. 


On obtient alors le système 


du 

— = u 

dr 


— M’ 2 2r- - 2 m c 2 -r (2// I )F/^, 


H, = W(u - 1 + 2 IL - 2f*), 


v = _L ,( -k - (1 - k) (u - 1)* - (I - k)* 2 - 4A-1' 2 ), 
2 

i / , </* 

H, =-- (I -(« - 1 ) 2 - M ” + 4r ~ n ,.2 ’ 


soumis aux conditions que la métrique et l'énergie soient positives: 

H.y> 0. W <0. I> < 0. 


(71) 
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Sur le «bord» v— 0. on obtient en coordonnées u, ir, v une variété inva¬ 
riante à deux dimensions munie de coordonnées u, >v en lesquelles le sys¬ 
tème devient 

u = —iv 2 + {lu — l)/7-iv = *v(m — 1 + 2/7 2 ), 

(72) 

H > = ——— (1 — (h — l) 2 - ** 2 ). 

4 

Les points singuliers ont les coordonnées suivantes: 


<P (col) : u = —, w = 0, v — 0: 


C(col): w=2, w — 0, t? = 0; 

TV (foyer): u = ^ h* = —- ÿ(l + 3A) (1 — A:), i> — 0 ; 

5 — k 5 — A" 


T (nœud) : u = w = i; = 0. 

L'allure des courbes intégrales de (72) est montrée sur la figure 121. La 

courbe générale (en contraction), en vertu de la propriété — < 0, tend vers 

v 

la surface v = 0. On a partout dans le domaine physique (en coordonnées 
h, iv, v):H 2 ^0, w^ 0, Dans le voisinage du bord v = 0, la courbe 

se comporte à peu près comme les courbes intégrales sur le bord v = 0 
(voir fig. 121). Les séparatrices, qui entrent, de l’intérieur du domaine 
physique, dans les points singuliers des types <P, N , T , donnent les solutions 
des équations d’Einstein où la métrique se comporte asymptotiquement 
pour t -> 0 comme suit : 

4 

(point <P) q t ^ 

(un cas particulier est la solution de Friedmann pour q l = q 2 = q$)‘, 

T & C (point T) q x s Cxf 2 , q 2 = = c 2 

(un cas particulier est la solution de Taub 
pour q 2 = fo); 

l—k 

(point N) q x s c 1 r 1+fr , 

îî+fc 3 + 

121. q ± ^ c 2 / 2(1+ *>, q 2 ^ c 3 r 2(1+fc) . 

Il existe donc beaucoup de comportements asymptotiques du type T qui 
définissent une singularité fictive «affaiblie»: on entend par laque la mé¬ 
trique g Jf) n'admet qu'un prolongement continu (sans dérivées secondes). 



La densité d énergie admet également une singularité «faible» (type D 
s ^ H 1+fc Wrf*fc) l +* = const). 

Sans hypothèse d isotropie axiale, le type T cesse d’être «général» pour 
un modèle du type IX. 

Pour les types plus simples I et V, si la matière est immobile ( u° = 1 
et m*= 0 pour a = 1, 2, 3), la discussion des équations d’Einstein sans hypo¬ 
thèse d’isotropie axiale conduit à un système dynamique sur le plan des 
phases. 

Type I. La métrique g aP (t) se laisse diagonaliser par une transformation 
qui ne dépend pas du temps: 

= a, /? = 1,2,3. (73) 

Introduisons des coordonnées 


P2^2 + Ptât 


P2Q2 — Pufh 
P2^2 + Pzfh 


En ces coordonnées, le temps étant orienté dans le sens de la compression, 
l’équation d’Einstein s’écrira 


l’équation d’Einstein s’écrira 

— = {lu- \)H 2 , ^ = 2 v 2 H 2 , H 2 

dx dx 


(1 — (m — l) 2 — 


dt (pi?i + P 2 Q 2 "h PzQz) (# 1 ^ 2 * 73 ) 

Les points singuliers de ce système sont 

S 1 : (u — 1) 2 + v* = 1; 


<P: u = —-, v 2 = 0. 
2 

Les courbes intégrales ont l’allure re- y t 
présentée fig. 122. 

Type V. La métrique se laisse réduire 
à la forme 

g aP ( 0 = ?a(0<5*p. 

Introduisons des coordonnées ^ 

y = 2 PiÇl Piq ~ r — _ 2glg -—; 

PÆ + Prf 2 ’ Pl<Jl + p * q - 

on obtient un système dynamique à deux 



Fig. 122. 




Les points singuliers sont: i ± (r = 0, v = ±]/3); <P 0 (r = v == 0), 

^ = — —» » = oj. La figure 123 montre l’allure des courbes inté¬ 
grales. 



Fig. 123. 


asvmmnMÎ.f^ 1316 deS modè,es des l yP es K et VII conduit aux régimes 
FXærZSr** à SUbir Une faibIe « isot -P-tion>? dès 


§ 32. Quelques exemples de solutions globales 
d’équations de Yang-Mills. Champs chiraux 

1. Considérations générales. Solutions monopôles. Rannelons ou’on 
en en d par c/ de Ym^MWs A q ( x ) à valeurs dans l’Sre de Lie 

to pfs7r^urarG.d PreSSi< : n H ,0CaIe ? h COnnexio ” 

h 11 * so . nt des ^ordonnées locales dans un domaine U 

structure duVoduhSt (voirV^’ aU ' deSSUS duquel on a défini une 


p~\U) = UxG. 
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Nous considérerons désormais le groupe G = SU( 2) et la base U = R" = 
= M avec n = 3, 4, la connexion devenant «triviale» pour |x| —► oo. Cela 
veut dire que pour \x\ -* oo on a 

Aa(x) * S -iQg~\x), ( 1 ) 


où #(*) est une fonction à valeurs dans G. En plus du champ A a (j t), nous 
considérerons aussi un champ if/(x) à valeurs dans un espace de vecteurs 
V où l’on donne une représentation linéaire du groupe G. Pour simpli¬ 
fier, nous admettrons que V soit également l’algèbre de Lie du groupe G 
où l’action de l’algèbre de Lie s’écrit 

A ad A : ÿ -> [A, \j/] 

(représentation adjointe). La connexion étant nulle, le lagrangien du champ 
^ s’écrira 

<#,#>-«(w 2 ), (2) 

où le produit scalaire dans l’espace V se définit par la forme de Killing 
(voir § 3), et le produit scalaire <3^, di//} par la forme de Killing sur V 
et la métrique de la base g a6 (.v). En présence de la connexion A a {x), il con¬ 
vient de faire le changement 

d a ~* d a — A a (x) = d a — ad A a (x) = v a (3) 

et d’introduire le lagrangien total des champs f et A (voir Première partie, 
§ 42) 

L(f, A) = < Vf, Vf)-u(m + -‘-Tr (F+F*), (4) 


OÙ 




[A a , A b ]. 


Pour pouvoir poser le problème global, nous devrons assimiler le 
champ à la section d’un fibré vectoriel de fibre V et de groupe struc¬ 
tural G. En ce qui concerne la base de ce fibré, si elle ne forme pas un do¬ 
maine dans R”, nous préciserons sa nature plus tard. Nous supposerons 
enfin que 0 et que la courbe représentative de cette fonction soit celle 
de la figure 124. 

Deux cas seront examinés : n = 3 et n = 4. 

Posons d’abord n = 3. Soient G = SU( 2) comme indiqué, \j/(x) un 
champ réel à trois éléments, l’opération définie dans l’algèbre de Lie, un 
produit vectoriel, et la base, R 3 (l’espace euclidien). Le problème station- 



SOLUTIONS des problèmes variationnels 


naire se pose pour la quantité 


s y, A} = W>— w (l^l a )+-^ Tr (5) 



U\0 


j'Le vide est dégénéré (une 
sphère S 2 ) 


Fig. 124. 


b) Le vide, est non 
dégénéré (un point) 


Définition. On entend par solution dans le vide de l’équation ôS =0, 
un champ (^, A) tel que: 

a) F ab = 0; 

b) u(|^| 2 ) = min, = const = ^ 0 ; 

c) <V*, W) = 0. 

Puisque les métriques de la base R 3 et de la fibre V = R 3 sont eucli¬ 
diennes, il ressort de cette équation que pour tout x on a 

A 8^ ^ «= 1 , 2 , 3 , 

dx a 


[A a (x),M = 0. 

Par suite le champ A a (x) est orienté suivant l’axe ^ = i// 0 dans l’algèbre 
de Lie et représente donc le gradient de la fonction numérique A a (x) = 

=a a (x)il/ o, a x (x)= -."En ajoutant à A a le terme en gradient, nous 

Sx* 

annulerons le champ A a . 

L’ensemble des solutions dans le vide forme une sphère S 2 de vecteurs 
i //o g K = R 3 définis par la condition 

l*W 2 = 1 (7) 


en vertu des propriétés de la fonction u; on dit alors que le vide est «dé¬ 
généré». 
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Dans le problème variationnel ôS = 0 formulé pour la fonctionnelle 
(5), la classe des champs admissibles (A, i p) doit vérifier la condition sui¬ 
vante: pour |x| -> oo les champs (A, i}) tendent vers les solutions dans le 
vide pour lesquelles A = 0 et \j/ = tj/ 09 le vecteur n’étant pas forcément le 
même pour toutes les directions de fuite x -> oo. Si ne dépend que de 
la direction x=|xj-w, |n| = 1, i// 0 = i// 0 (n), on a une application 

^ 0 : S 2 - S 2 (8) 

qui à toute direction ne S 2 associe un point i j/ 0 (n) dans la variété « vide » 
w(l^ol 2 ) = min. L’application i j/ 0 impose des «conditions limites» à l’in¬ 
fini aux champs (^, A). Le degré de l’application ij/ 0 : S 2 -+ S 2 nous donne 
un invariant topologique — nombre entier — du problème variationnel 
dans R 3 . 

Le lagrangien (5) est invariant par toute transformation de jauge: 

A a (x) -* g(x)A a (x)g~ 1 (x) — ~g -1 (x), 

Sx* 


-* giAg -1 = T s (\l/), 

où la fonction g(x) à valeurs dans G est définie partout dans R 3 et admet 
une limite pour |x| -*■ oo, x = |x| -n: 

g(x) - g»: S 2 - G. (10) 

Cet arbitraire nous permet de varier l’application >Ao : S~ -* S 2 qui 
définit les conditions aux limites à l’infini. 

Lemme. Si (et seulement si) les applications S 2 -+ S 2 et \lf^:S 2 -*S 2 

sont homotopes, il existe une application g« : S 2 -* G homotope a 0 (ou 
prolongeable à R 3 tout entier) telle que 

= T gooM xl/P(n) = U^o’Wg-W- (11) 

où n est un vecteur unité dans S 2 . 

D é m o n s t r a t i o n. Le groupe G = SU(2) opéré transitivement 
sur la sphère S 2 . Considérons un fibré ir.GxS 2 -> S 2 xS 2 dans lequel 
l’appUcSn 7 t se définit par n(g, n) = (gn, n). Introduisons des applications 
«p o « f / i - 52 _> s 2 xS 2 telles que 

<P 0 (n) = (W(«), *?>(«»• f'iW = (^o\n), W(n)). 

L’homotopie des applications entraîne celle de ï^et «V L’homo- 

topie y, existant entre ces deux applications admet un relèvement «F 
dans l’espace fibré GxS *; par définition, 1 application S 2 ^Gx S 

n(«) = (i, •Ao i) («)). «y. = 
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Alors l’application V 1 : S 2 Gx. S 2 s'écrira ) = (£»(«), «). où £«,(„) 
est précisément l’application cherchée g,» : S- -» G. En vertu de la construc¬ 
tion, g œ est homotope à l’application dans l’élément unité du groupe. 
Le lemme est démontré. 

Le lemme permet de substituer à \j/ Q : S 2 -► S 2 toute application homo¬ 
tope. Ainsi donc, la condition à la limite se définit par la classe d’homotopie 

[M e k«(S 2 ) = Z. 

Exemple 1. Pour k = 0 une transformation de jauge peut donner 
iJ/q = const (]x\ -► co). On peut admettre que i// 0 = (0, 0, 1 ). On dit alors 
que la théorie présente une «perte de symétrie» (seul reste le groupe 
SO{2) a G des rotations dans le plan des vecteurs (1, 0, 0) et (0, 1, 0), dit 
«petit groupe dans le vide»). Afin de pouvoir développer la théorie des 
perturbations dans des états voisins du vide, on procède au changement 

* = fa(x) = (A a (x))\ (B\ = (A a y, (B 2 ) a = (A.)* qui donne un 

nouveau lagrangien: 

£(/«, B\ B\ <£) = /#, A). 

Si le potentiel u(Ç) = u(\i//\ 2 ) était du type montré sur la figure 124, 
a et si w^(l) = m 2 > 0, alors, en posant ij/ 1 = xf/ 2 = 0 et en développant 
u en série suivant f dans le point \J/ 0 = (0, 0, 1) (voir le problème dans le 
texte qui suit), on obtient 

ï = 4- s - 2m v+ ~ (i^i 2 +i* s i 2 )- 

- y (|rot B'\ 2 + Irot B 2 \ 2 + |rot/| 2 ) + ... , 

où le résidu renferme des termes d’ordre égal ou supérieur à 3 en y, B , 

* = ^ 3 . 

Exercice. Montrer qu’il existe une transformation de jauge permettant 
de faire îj/ 1 = ij/ 2 = 0. 


Exemple 2. Pour k = 1 on peut admettre que i^ 0 («) = n pour l’appli¬ 
cation i/v S 2 —* S 2 . Cette application présente une «symétrie sphérique». 
Les physiciens ont trouvé une solution intéressante à symétrie sphérique 
des équations de Yang-Mills <55 = 0 pour la fonctionnelle (5) : 

Ai = a(r) e aij Xj, 


i//‘ = x‘ 


r = \x\. 


r 


r -> oo, u{r) ->• u œ , 
r -* 0, u(r) -» const r. 


a(r) -+ - — 
gr 2 


a(r) const. 


( 12 ) 
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Puisque l’application limite à l’infini |*| -, oo 

ij/» : S 2 -+ S 2 , i// 0 ( n ) = n e R 3 = (t/, 1 , i/,*, ^ 3 ) 

est de degre L son prolongement en un champ différentiable \p(x) dans 

? —A'tr' >X i d f°i t / a y° I , r /f P°* nts où \j/ = 0. Il existe donc une solu¬ 
tion différentiable {^(x), ip(x)}, où ip(x) s’annule inévitablement en un point 
(peut-etre unique) x 0 de R 3 . 

Il existe une application intéressante qui au couple (A a , ip) fait corres¬ 
pondre un champ scalaire f„(x) vérifiant les équations de Maxwell dans le 
vide en tout point tel que \j/ ^ 0 (c’est-à-dire partout sauf en x 0 ): 

dx» dx° 


ft = 777 ~ — ey^,(V>>)(V / ,W. 


En considérant la forme de cette application et la solution (12), on remar¬ 
que que l’intégrale du champ —— par rapport à une sphère 

dxP dx* 

de grand rayon est égale à 4n. La solution non singulière des équations 
de Yang-Mills donne ce qu’on appelle un «monopole magnétique». 
L’application (13) fait correspondre au couple ( A a , if/) un fibré dans le 
domaine R 3 \x 0 , où ^(x 0 ) = 0, de groupe structural abélien SO( 2) = S\ 
la solution des équations de Yang-Mills se transformant en solution des 
équations de Maxwell pour un champ magnétique stationnaire H=(H aP ) = 

_ àf*_ __ fyjL m 

dx? dx a ’ 


2. Equation de dualité. Passons maintenant au cas de n = 4. D’une 
façon générale, pour étudier les lagrangiens qu’on rencontre en Physique, 
il est nécessaire de résoudre les équations de Yang-Mills dans 1 espace de 
Minkowski R 4 pour les champs A a (x ) et pour certains champs xj/ (peut-être 
champs de tenseurs ou de spineurs). Même en absence de tout autre champ 
i// 9 l’équation « pure » de Yang-Mills est non linéaire et suffisamment com¬ 
pliquée en elle-même, à la différence des équations ordinaires de Maxwell. 
On ne connaît aucune solution réelle non triviale de ces équations dans RJ. 
On trouve dans la littérature physique des séries de solutions pour le cas de 
l’espace euclidien R 4 ; nous en donnerons quelques-unes dans le texte qui 
suit. A côté de leur utilité physique indiscutable, elles présentent un intérêt 
mathématique considérable à cause de leur sens géométrique profond. 

On considère la fonctionnelle de Yang-Mills S= ^ Tr (F ap F a ^)d 4 x dans 

R 4 

l’espace euclidien R 4 muni de coordonnées euclidiennes (x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ). 
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Pour |x| -+oo on demande que 

F ob -* 0, A a (x) « g~\x). (14) 

Cela revient, en fait, à demander qu’en plongeant R 4 dans S* comme com¬ 
plémentaire du pôle nord de S 4 , la connexion A a (x) admette un prolon¬ 
gement différentiable à ce pôle; le fibré avec connexion dans R 4 est une 
partie du fibré de base S* introduit sur le domaine R 4 c S*. Un invariant 
topologique du fibré de groupe G = SU(2) se définit par le degré de l’ap¬ 
plication 

g œ : S 3 -» 517(2) = G, deg g m — m, (15) 

où, pour ]x| -» oo et x = \x\n, on a 

A .(x) x^j-g'Kx), g(x) -> gj,n). 
dxf 

Au § 25, nous avons discuté une autre forme d’écriture de cette quantité 
(«classe caractéristique»): 

m{F} = Tr [ -L F ab F ed e abcJ d*x = Tr(-^- F ab {*F)°Wx, (16) 

J 87ü 2 J 4n 2 

R 4 R 4 

OU 

»{*} = 4^^ Tr(FA * F) (1?) 

R 4 

dans le langage des formes (*F est la « duale » de F = F ab dx* a tfx 6 , exac- 
1 

tement *F = —e? bcd F ah dx c Adx d ). Dans la métrique euclidienne la 
quantité 

t= y\ T r[Fab ~ [F ° b ~ ( 18 > 

R 4 

est non négative, T^O. 

Supposons que 

Fat = (*FU; (19) 

cette condition équivaut à l’égalité T = 0. Ensuite, 

T = -y £ Tr (F ab F ab ) d*x+ Tr (*F ab )(*F° k )d*x - 

R‘ R 4 

- ^ Tr (F ab *F ab )d*x = S {F} - 4tt 2 w{F}>0. 
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Puisque m{F } est une classe caractéristique, on en déduit que 

1) les équations ÔT = 0 et « = 0 sont équivalentes- 

2) bien plus, puisque 7>0, l’égalité F ab = *F ab pour le champ de Yang- 
M,Us est équivalente à l’obtention du minimum absolu de la fonctionnel 

pour — m donne, le mmimum en question étant égal à m . 

Ainsi donc, trouver au moins une solution de l’équation F b = *F 
pour tout m revient à démontrer rigoureusement que les minimums de la 

fonctionnelle S {F} = Tr ^ F ab F° k d*x se définissent par l’équation (19) 

R* 

pour les conditions aux limites données. 

Exercice. Montrer que les solutions de (19) vérifient également les équa¬ 
tions de Yang-Mills. 

Pour m — 0 on a la solution «triviale» F ab = 0. 

Pour ?» = 1 on cherchera des équations «à symétrie sphérique» du 
type 

± A ‘a = Y Y SmÀa'j, À‘J e 50(4) (20) 

(avec G = SU( 2)). La solution définitive sera 

Â‘J=f(r) (x ! ôi - x i ô l tt ), r = |x|, 


f(r) = 


r 2 -f- A 2 


(l’<dnstanton »). Pour tou t m > 1 on connaît des solutions du type 


p ,?J (X — Xi) 2 ’ 

__ (x — Xj)o + i(x — Xj)a Oa 
0)1 l(x-xW~ 

<r a étant des matrices de Pauli (voir Première partie § 14). On n’a pas 
encore obtenu une bonne solution generale (dépendant de (8m — 3) para¬ 
mètres), bien qu’on ait déjà des résultats tr ^.. s . lgnifi ? a *' f , t • 

Remarquons que le lagrangien de Yang-Mills est conformement in¬ 
variant, tout comme dans le cas des équations ordinaires de M«weU 
(voir Première partie, § 42); on peut donc passer de R a la sphere 5 sur 
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laquelle la métrique est conformément euclidienne (le groupe des transfor¬ 
mations conformes de S 4 est isomorphe à <9(5, 1), voir Première partie, 
§ 15). 

Il existe une fibration naturelle 

p : CP 3 -*• S* 

de fibre S 2 (voir § 24). Rappelons sa construction. Le groupe S U(2) opère 
sur C* = C 2 © C 2 de façon ordinaire sur chacun des termes C 2 : 


(z 1 , z 2 , w\ iv 2 ) 4 (g(z\ z 2 ), gOv 1 , iv 2 )), g e SU(2). 

On a par définition 

CP 3 = (C*\{0 })/SO(2\ 

S 4 = (C 4 \{0})/S<7(2). 

Puisque SO(2) a SU(2), on voit apparaître une fibration p:CP 3 -+S x 
dont les fibres p~ x (x) = CP 1 c CP 3 appartiennent à CP 3 comme des droi¬ 
tes projectives. La solution des «équations de dualité» (19) est la connexion 
dans un fibré rj au-dessus de S 4 de fibre C 2 et de groupe structural G=S(J( 2). 
Considérons un fibré p*(tj) au-dessus de CP 3 à connexion relevée (triviale 
au-dessus des fibres p~ A (x)). Tout fibré complexe (pas toujours holomorphe) 
avec connexion, construit au-dessus d’une variété complexe (en l’occur¬ 
rence au-dessus de CP 3 ), admet une structure «quasi complexe» : on entend 
par là que la connexion engendre dans l’espace E du fibré p*(rj ), d'une 
façon naturelle, des directions «horizontales», donc des opérateurs de la 
dérivée covariante qui opèrent par des fonctions sur E. Soit U <= CP 3 
un domaine de la base muni de coordonnées complexes (z 1 , z 2 , z 3 ), z® = 

= x* + iy* +3 , et d’opérateurs de dérivation ——, ~ On a locale- 

dz 1 dz 2 dz 3 

ment p -1 (t7) <= P,/? -1 (U) = C 2 X U. Les coordonnées dans C 2 seront 
désignées par w 1 , w 2 . On obtient une famille d’opérateurs définissant une 
structure «quasi complexe»: 


d _d_ D _/> D 

dw 1 dw 2 ’ Dz 1 ’ Dz 2 Dz 3 ’ 


(23) 


tels que-=-f- AÇ =- i -h A a — iA a+3 . La condition 

Dz a dz a dx? dx a+3 

d’intégrabilité signifie que tous les opérateurs (23) commutent. L’espace 
fibré E admet alors une structure de variété complexe munie de coor¬ 
données complexes locales (z, w). La fibration elle-même p'.E^CP 3 
devient holomorphe dans ce cas (ce qui veut dire que l’application p est 
holomorphe). 

Exercice. Montrer que l’équation de dualité pour le fibré r\ au-dessus 
de S A est équivalente à la commutation des opérateurs (23) dans E au-des¬ 
sus de CP 3 . 


--gîgg^gPg gUAHONSDBYANO.Mni. 

conlfnSiîn t .!“<££!' d °“ 4 ■* 
champ d'application p,« gié 

res prtam i*,™' Ies ch ??P ! »«n 'inéai- 

logiques, il convient d. ci,^^ ‘T" 

général est (localement) une fonction /(x) sur un esoace r4 ^ ? US 

TfllrcM ”° n linéai " "■ Gl0bal ' ,ne " t ' “ «■= 'a secîiôn d"™ fi“2 

res^tZg/neXnïot SÛT* * « 

M = G/H. 

Quand M = G (un groupe de Lie), le champ chiral est appelé principal 
On considéré que G est un groupe compact muni d’une métrique bi in- 
vanante. M 

w Ul 4fr U r trC ’ m P orta nt de champs chiraux correspond au cas où 
M — G/H est 1 espace symétrique d’un groupe compact G admettant un 
stabilisateur H c. G (voir § 6). Voici un exemple élémentaire: 

M = S 9 = SO(q -f \)/SO(q). 

La sphère sera assimilée à un ensemble de vecteurs unités ne R î+1 : on a 
alors un «n-champ» n(x). 

Aux champs chiraux correspondent des lagrangiens, qui se présentent 
dans les cas les plus intéressants comme suit: 

a) Champ chiral principal g(x) e G. Posons A a (x) = —(un 

dx “ 

élément de l’algèbre de Lie), 

S = C -- (A a (x), A a {x)) dx 1 a dx 2 a dx 3 a ... a dx*. (24) 

R k 

Pour G= SO( 2) le champ A a est le gradient d’une fonction scalaire <p(x) : 

g(x) = exp {/ <p(*)}. 


L’équation ôS = 0 se réduit à celle de Laplace. 

Pour G = SU(2), l’équation est moins triviale. Soit A a {x ) = X- x A a {x) y 
°ù A l a sont des fonctions scalaires et X l9 X 2 , X 3 une base dans 
l’algèbre de Lie telle que [X x , X 2 \ = X 3 ; [ X 2 , X^\ = X x \ [X 3 , X J = X 2 . 
On peut considérer que les champs A a (x) forment une connexion de 


coubure nulle: 
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.-^t+[A a , A„] 
dx M 


Les équations ôS = 0 conduisent alors, en plus de (26), à la relation 


(vérifier!). Un groupe non commutatif compact G de dimension quelconque 
admet toujours une 3-forme standard bi-invariante Q qui se définit dans le 
point g = 1 de l’algèbre de Lie par le crochet [,] et la forme de Killing <,): 

Q(X, Y,Z) = ([X, YIZ > (28) 

(produit mixte). Ici X , Y, Z sont trois éléments de l’algèbre de Lie assi¬ 
milée à l’espace tangent à G en g = 1 (voir § 3). La forme Q est fermée 
(ce qui est facile à vérifier directement; cela est d’ailleurs évident en raison 
de sa bi-invariance) et n’est jamais équivalente à zéro en cohomologies, en 
sorte que Æ ^dQ\ Pour G = SU (2), la forme Q est un élément de volume 

sur SU(2) = S 9 , où ^ O = 1 


Si g(x) est un champ chiral principal sur R 3 tel que g(;c) g 0 pour 
g oo, on a un invariant topologique : 

[g]e n 3 (G). 

(Pour G = SU( 2), cet invariant se confond avec le degré de l’application 
R 3 U {oo} = S 3 4 S 3 et se calcule à l’aide de la formule [g] = ^g*(f2).) 

R* 

Rappelons que la fonctionnelle de Dirichlet s’écrit 


S{g} = 


A}<Px, 


A a(x) = ^-g~ 1 (x), 


et que l’équation 5 S = 0 devient 

d ( dg 


_1 (*)j = 0 


— = o. 


+ [A a , A h ] = 0. 


ou 
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La fonctionnelle de Dirichlet (29) n’admet , 

topologique» du minimum absolu pour M donné <l ' v »luation 

ivoir plus bas). Considérons un la^éu * R * 

S,{g(*)î - (.A, A) + ü> <K, Al lA , À]h (31) 

où [A, A] tt b , = [A a , AJ est une forme de degré 2 (tenseur alterné) à valeur 
dans 1 algèbre de Lie. Comment doit-on chercher le minimum pour un 
mvwiant topologique donne d = deg [g(x): (R* u oo) - G] dans le cas 
de G = SU( 2) et de la fonctionnelle S Ô 1 
Introduisons une nouvelle fonctionnelle 

^ T = + ô& bc [A d , À c ], A a def^^A^ A c \) d*x 

R 3 

OU 

S ô + ^2ô(A„ z a c [A b , A c ))d*x = S 6 + (const) d^ 0. (32) 

R 3 

La condition du minimum (au cas où il correspond à la valeur nulle 
de (32)) est 

A a + a e abc [A b , A c ] = 0. 

On obtient donc un système d’équations que g(x) doit vérifier: 

A x = — a [A 2 , A 3 ], 

A 2 = + a \Ai> 

A 3 = — a [Ai , A 2 1, 

où 

A.-X&r'to. 

8x a 

dA ° _ idi. = - [A., 
dx b dx“ 

H en découle que A a (x ) = 0, car A = à rot A. 

Conclusion. Le minimum pour un lagran^en chiral corrigé ^(au^_cas 

raL U a ,H eU , P0Ur d d ° nné , ) eS f 3 2 Î U En r cherchant le minimum, on n’a pas 
ration 1 évaluation «triviale» (32). En cnerc l’inverse du cas 

le droit d’utiüser l’égaüté exacte au lieu de 1 W 

d’un champ de Yang-Mills dans R 1 et d’un n-champ dans K (on 


23 - 302 
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un peu plus tard). Le lagrangien chiral corrigé (31) n’étant pas conformé¬ 
ment invariant, on obtient des résultats différents en partant de S 3 et de 
R 3 . Par exemple, pour S 3 l’application identique S 3 -► S z donne un mini¬ 
mum vérifiant (33). (Vérifier!) 

b) n-champ n(x) e S q a R 9+1 . On a un lagrangien très simple (inté¬ 
grale de Dirichlet) 




-S<£' 


dn* \ 
dx° / 


d k x. 


(34) 


En prenant k =q et en imposant les conditions aux limites n(x) -* n 0 
pour |jc| -> oo, on obtient un invariant topologique du champ, à savoir: 
le degré de l’application S q -► S q 

d — deg(n) = ^ n*(Q) 

R« 

(voir § 13), où = 1 est un élément de volume sur S 9 , 
s 9 


Plaçons-nous dans le cas de q = k = 2 et cherchons les minimums 
absolus de l’action 5 pour un degré d donné. Siw a (a = 1, 2) sont des coor¬ 
données locales sur la sphère S 2 et x° (a = 1, 2) des coordonnées sur le 
plan R 2 , il vient 

S {«(*)}= [ g*g u , f ' Ô f h dx 2 A dx\ (35) 

J dx a dx b 

R* 

où g° b = à** est la métrique sur R 2 et g ab est celle sur S 2 en coordonnées 
(u\ u 2 ); l’application n(x) se définit par l’équation 

n(x) = {u a (x\ x 2 ), a = 1, 2}. 

Remarque. La formule (35) définit l’intégrale de Dirichlet S{/z} pour 
toute application n : M -► N, où (x") sont des coordonnées locales sur M, 
g ab la métrique de M , (w*) des coordonnées locales sur N et g afi la métrique 
sur N. 


Exercice. Si N = G est un groupe de Lie muni d’une métrique bi-in- 
variante, l’intégrale de Dirichlet s’écrira sous la forme (29) pour l’action 
d’un champ chiral principal. 

Revenons au cas de M = R 2 , N = S 2 , où x 1 , x 2 sont des coordonnées 
euclidiennes dans R 2 . Soient (m 1 , u 2 ) des coordonnées conformément eucli¬ 
diennes dans S 2 \oo en lesquelles la métrique s’écrira (voir Première 
partie, § 13) 


g afi du a du p = 


(du 1 ) 2 + (du 2 ) 2 
(1 + (u 1 ) 2 + (u 2 ) 2 )* 


dzdz 

(1 +"|z|*p 


I 32 ] 
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1 + ix 2 . D’où 

L 

1 dz 

[ Uw 

2 

+ 


1 <■ 

+ |z| 2 ) 2 


-dwdw. 


( 36 ) 


Le degré de l’application n: S- - S 2 se calcule comme suif 


k(l + M 2 ) 2 


)■ 


_ _L f UxVy_~_U y V r 
n ) (l + |z| 1 

R* 

où u = u\ v = u 2 , x = x\ y = X 2 . La différence 

S M ~ 2 n deg («) 


dxdy, (37) 


s’écrit 


S — 2k deg (n) = ^ ~ V *Ÿ + Ov + ^) 2 

R* 


(i + kl 2 ) 2 


dxdy'èO. 


(38) 


Deux conclusions s’imposent: 

1) Toute application n(x) de degré d vérifie l’inégalité 

S — 2n deg (n) = S — 2 nd ^ 0. 

2) Pour les minimums absolus de la fonctionnelle S dans la classe 
d’homotopie d^O cette inégalité se traduit par l’égalité S m j n = 2nd équi¬ 
valente aux égalités 

u x =v y , u y =—v x (39) 

(équations de Cauchy-Riemann). Réciproquement, si les égalités (39) sont 
vérifiées et deg (n) = d, on a les minimums de S dans cette classe d’homo¬ 
topie. Ainsi donc, les minimums de la fonctionnelle S sont des applications 
holomorphes n : S 2 -+ S 2 et rien d’autre : 

z = P(w)/Q(w), 

où P, Q sont deux polynômes. Ce résultat important, obtenu d’abord en 
géométrie, puis en physique, a reçu des applications en t eorie e erro 

Examinons le même exemple d’un point de vue différent. La sphère S 2 
est un espace homogène 

s 2 = SO(3)[SO(2) = SU(2)/U(\) = G/H, 

« même un espace symétrique (voir § 6). Prnsqu il en Jj ff l #; 

Lie du groupe G se décompose en somme L L Q + 1 


















356 SO LUTIONS DES PROBLEMES VARIATIONNELS _ [CH. g 

[io. IJ e L,\ [L» LJ <= L 0 , où L 0 est l’algèbre de Lie du stabilisateur 
jj cz G. Les sous-espaces L 0 et L, sont orthogonaux à la forme de Killing. 

La théorie du n-champ peut se construire d’une autre manière. Prenons 
un champ g(x) c G et admettons que les champs g(x) et e iq,{x) g(x) soient 
équivalents pour toute fonction e H. Le passage g(x) -> e ivM g( x ) 
est une «transformation de jauge». En réalité, les classes d’équivalence sont 
des champs n(x) e G/H. Considérons un «lagrangien chiral» 


5 {g(-v)} = -y A )i+d n x, 


où A 0 (x) = et (A, A)^ le produit scalaire qui se confond 

ôx° 

sur le sous-espace L x de l’algèbre de Lie L avec la forme de Killing et 
s'annule sur L 0 . La transformation de jauge 

g(x) ->• e'*< x >g(x) = g(x) 

nous donne 

A = + z*V<P, (41) 

la composante i‘v<P appartenant à L 0 . On a donc 

S{g(x)} = S{g(x)}, 

et le lagrangien (40) est bien défini sur les classes d’équivalence G/H. Dans 
notre cas G = S0(3), H = SO( 2), et le champ A a a trois composantes, 
A a = A°e o + A\e^ -f Ale 2 , où 

[*o, = &ii [^ij == ^oj [e 2 , e 0 ] — Cfr 

(e 0 , <?<,>£, = 0, <c l5 e,) Ll = 1, <<? 2 , e 2 ) Ll = 1, (42) 

<<?i> e i)L t = 0, i ¥= j. 

Le vecteur e 0 engendre Lq, les vecteurs e l9 e 2 engendrent Lj. Les équations 
F ah = 0 s’écriront 

^-^ + [A a ,A b Y = 0, (43) 

dx" 


où x = 1,2 et /J = 0, 1, 2. Posons 
B a = Al + iA 2 , 


B* = Al- iAl 


A°a = if*, 


r _ 

-/û 6 - 1 - T 


Des relations (43) pour /? = 0 on a 

= const (5 x 5 2 * — B^Bf) 


( 45 ) 


i q , 2°o n „°r dans respace à d "“«—<-*. - * <«> 


SB, d£ 2 
Sx 2 dx 1 


Introduisons des dérivées «covariantes»: 

A, = —- f 

dx? Ja 

H est évident que 

B,B 2 — D 2 B, = 0 ( 47 ^ 

et qu’en variant la fonctionnelle (34) on obtiendra 

< 48 > 

Le champ if a = A\ est un champ de jauge, car en vertu de (41) on a la trans¬ 
formation de jauge 

B a -> é*B r 

Ainsi donc, la théorie du n-champ se réduit aux équations d’un champ 
de vecteurs complexe (B a ) en interaction avec un champ de^ jauge /„ 
le tenseur d’intensité f ab étant soumis à une contrainte supplémentaire. 

f = ?Ll-Æ>- = const (B,B* - B 2 B*). (49> 

J dx» Sx a 

L’invariant topologique du n-champ se définit en ces variables par 1 inté¬ 
grale de l’intensité 


l f 12 dx 1 a dx 2 


1 f 

= — o 

27 t y 


(f,dx l +fidx 2 ) 


= const ^ (B,B* - BoB*) dx 1 a dx 2 . 


où le contour jT«, est un cercle de grand ray i 

, , _ n entourant les points singuliers x t 

°ù rj sont de petits cercles de rayon e l’existence de singularités 

et doués d’une bonne orientation. L’hypothèse sur e ^ ^ hamp „( x ) ; dans 
dans les points finis est nécessaire pou 
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notre notation les points x t = /i“ 1 (oo) se présentent comme des points 
singuliers. Les champs (B aJ f m ) peuvent être non définis dans ces points 
car l'application n : S 2 -> S 2 ne se laisse pas relever globalement par 
g: S--> 50(3) (ou 50(2)): il y a un point oo e 5*, où la section du fibré 
53 s- admet des valeurs multiples, de même que les fonctions g(x) pour 
x e n - 1 (oo). 

Si z est une coordonnée complexe sur 5 a \oo, la 2-forme invariante 
par 50(3) se présente comme suit (voir Première partie, § 13): 

_ dz a dz 

~ (1 + |Z| 2 ) 2 ’ (50) 

La forme n*(fl) s’écrit 

n*(Q) = const (B X B 2 — B 2 E 1 ) dx 1 a dx 2 = œ a û>, (51) 

co = Bydx 1 + B 2 dx 2 . 

Si w = x 1 + ix 2 est une coordonnée complexe dans R 2 et l’application 
n = z(w ) est holomorphe, alors 

.. dz I 2 dw a dw 

n*(Q) = —-- --- =coa<ô. (52) 

dw (1 + \z(w)\ 2 ) 2 V ’ 

On vérifie que la forme co = B„dx a s’écrit 
dz dw , 

<a = 1T T , ■ 11 = B ‘ dxa > w = x 1 + ix 2 . 
dw 1 + |z| 2 

En effet, les n-champs holomorphes z(w) réalisent les minimums absolus 
de la fonctionnelle 


B ^ (A, A} Ll d 2 x = ^ B a Badw a dw = 


= ^ (B v Bi + B 2 B 2 )dw a dw, (53) 


à condition que 




C#i B 2 — BoBjdw a dw = d. 


Considérons les quantités 


^ ^ n*(Q) — % (B\B\ + B 2 B 2 + i(Jd\B 2 — B 2 B\j)dw a dw = 

R* R» 

= ^ {B y + iB 2 )(B 1 — iB 2 )dw A dw ^ 0. (54) 


y j2T_ _ SOLUTIONS GLOBALES D>ÉQUATI O^ 

Pour les minimums, on a S + ~ J n *Q = o, ou 

By + iB 2 = 0. 


B a dx° = (B x - iB 2 ) — = BydZ. 

2 
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On vérifie sans peine l’égalité 


const dz 
1 + \z\ 2 ~dw 


La forme /i dx 1 + f 2 dx 2 est la connexion dans le fibré n*(rj), où rj est la 
fibration de Hopf standard S 3 —► S 2 de groupe G = S 1 . 

Considérons à présent l’équation (35) ÔS = 0 pour tous les extrémums 
de l’action S . Citons un résultat tiré de la littérature contemporaine: 
ce problème se réduit à la théorie de l’équation «sin-Gordon» que nous 
avons déjà utilisée (Première partie, §30) pour définir le plongeaient 
d’une surface de courbure constante négative dans l’espace euclidien R 3 . 
Supposons que la métrique du plan R 2 soit la métrique de Minkowski' 
dans Rf. En introduisant les variables rj telles que ds 2 = de, drj , la fonc¬ 
tionnelle S s’écrira 


w= $(£,«)• 


à condition que n 2 = 1. Proposons-nous d’établir 


Lagrange. Soit fi une fonction inconnue 
Lagrange). Considérons la fonctionnelle 


arbitraire (multiplicateur de 


5» = ^ (<« { , «,) - /»<«. «» dr > K A » {n ' " {> ^ û 

L’équation <55 = 0 s’écrira alors (voir Première partie, §37). 

Ô ( dA A . . a = 1 , 2 ,3,. 

dÇ \ dnî ) êt] { ) dn * 

à condition que n) = 1 • U en découle qu 

a = L 3, 


) drj dÇ. (59> 


*!, = P*' 


ou, puisque <w, n) = 1 , x 
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Montrons que |n 4 |, |n„| sont des «intégrales», c’est-à-dire que 

M = o, &t.a ( 63 ) 

Cf] cç 

On a en effet 

1 = „y = <n 4 „ n> <n 4 , n) = 0 
2 ôrj 

en vertu de (62), parce que n^ est orthogonal à n. On a donc \n^\ = /(£), 
|#i f | = g(ri). En faisant la substitution 

cos o) = ^ n *’ n ^ , (64) 

on obtient de (62) l’équation qui permet de définir o>: 

d 2 œ ^ . 

——=fg sino. (65) 


En faisant un changement local £ £'(£)> ^ ç'Of)» on ramène (65) 

à la forme «sin-Gordon»: 

<Pin = sin (p. ( 66 ) 

La discussion de cette équation s’avère autrement plus difficile que la 
recherche des minimums de S effectuée plus haut pour un degré donné. 


§ 33. Minimalité des sons-variétés complexes 


Rappelons qu’une variété complexe M est appelée kâhlérienne si sa 
métrique g ij dz i dz définit une forme fermée co = gijdz 1 a dz j . 


Théorème. Soient M me variété kâhlérienne de dimension complexe n, 
et X a M une sous-variété complexe à k dimensions dans M . Considérons 
.une classe de variations réelles Y de X dans M telle que chaque Y soit 



Fig. 125. 

une sous-variété réelle à 2k dimensions dans M confondue avec X en 
dehors d'un domaine compact (sur X). Introduisons une « déformation » 
sous forme d'une variété réelle orientée à 2k + 1 dimensions Z de bord 
dZ = X u (— Y), où (— Y) est Y d'orientation inverse (fig. 125). 


,J3J __MINIMALITÉ PgJOW-VAR gife COMPLEXES _*1 

Alors le volume v(X) de la variété X n'est pas supérieur au volume v(Y) 

<4 ’y sont ZtZTS'Z s T'" md , ks mh ™ *££ 

où X et Y sont distinctes), tu Y a meme volume que X, alors Y est 
aussi complexe . 

Ainsi donc, les sous-variétés complexes compactes sont minimales au 
sens global dans les variétés kahleriennes; cela veut dire qu’elles repré¬ 
sentent les extremales dans le problème variationnel du volume minimal 
à dimensions multiples. Cest ainsi que dans CP” les sous-variétés mini¬ 
males au sens global sont des sous-variétés complexes. L’espace complexe 
C n est aussi une variété kahlerienne, ce qui fait que toute sous-variété 
complexe X de est minimale par rapport aux perturbations qui sont 
fixes en dehors d un domaine borne dans X. Rappelons que les sous- 
variétés complexes de C" sont toutes non compactes. 

Passons maintenant à la démonstration du théorème 1. 

LEMME 1. Pour toute 2-forme extérieure eu, il existe sur R 2 " une 
base orthonormée e u ..., e 2 „ dans laquelle eu se décompose en AjCUj a 
a eo 2 + .. • + K a in -1 A û) 2n , où Ài, sont des entiers non négatifs 

et <»!, ..., co 2 n 1° b° se dua,e de e i> • • •» e in dans R2 ” 

Démonstration du lemme. Soit dans R 2n une base ortho¬ 
normée quelconque e[,...,e' 2n . Construisons pour la 2-forme donnée eu 
la matrice A = (a tJ ), où a u = (o(e'„ ej). On dit que A est la matrice associée 
à eu Puisque la forme eu se laisse définir complètement par les valeurs 
qu’elle prend sur les vecteurs de base, elle se laisse définir complètement 
par A (à condition d’indiquer la base orthonormée e v ■ • •,*,). 11 est 
clair que A est une matrice alternée. Il existe donc pour A une base ortho¬ 
normée e lt ..., e 2 „ telle que A devient 

/ 0 A| q | 

-k °! 


( o H. V 

où J* .... sont des entiers non négatifs. Soit ^ eu, la base duale 
de d, ...,e 2n . De toute évidence, on a alo 

o)= S L,û>* a£ü *+ 1- 

i=l.3.2»" 1 

Le lemme est démontré. . ,, m étriaue 

D 2 « __ c" soit muni d une métrique 

Lemme 2. Supposons que l'espace pxt érieure compatible avec la 

Itemltienne s „. Z ensuite ® la _ </*, „>■ Pesons 

métrique , c'est-à-dire vérifiant In J 
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tT k = —— œ k = —(O a co a ... a co. On a alors \<r k (v l9 ..., v 2k )\ ^ m 
kl kl -,- 

k 

où v l9 ..., v 2k sont des recteurs quelconques formant une base orthonormée 
dans R 2 ". En outre , Végalité \a k (v l9 ..., r 2k )| = 1 a I ieu s * e t seulement 
si les vecteurs v l9 ..., v 2k engendrent un sous-espace complexe dans R 2 ", 
c'est-à-dire chaque fois que l'enveloppe linéaire réelle des vecteurs v l9 .. .,v 2k 
est invariante par la multiplication par L 

n 

Démonstration du lemme. 1. Cas de k=l. Soient v l9 v 2 e R 2 
deux vecteurs orthogonaux de longueur 1. Il est clair que Ico^, v 2 )\ = 
= \(iv l9 v 2 }\ < • |t? 2 l = 1. L’égalité a lieu si et seulement si ± v 2 = iv l9 

c’est-à-dire chaque fois que les vecteurs v l9 u 2 engendrent un sous-espace 
complexe à une dimension (ce qui correspond à la dimension complexe 2). 

2. Cas général. Soit V a R 2 " le sous-espace engendré par v l9 ..., v 2k . 
Désignons la restriction co\ v par <5. Conformément au lemme 1, il existe 
dans V une base orthonormée e l9 ..., e 2k et une base duale œ l9 ..., co 2k 
telles que <n = a co 2 + -.. + ù k co 2k -1 a co 2k , où X l9 ..A k sont des 
entiers réels non négatifs. Il est clair que à>(e 2p - l9 e 2p ) = X p pour 1 < p < k. 
En faisant intervenir le cas de k = 1, on obtient k p ^ 1, où X p = 1 si et 

seulement si /> 2p -1 = ± c 2p . Désignons la restriction de la forme o k = — œ k 

kl 

au sous-espace V par a k . On a alors \c k (e l9 ..., e 2k )\ = —œ k (e l9 ..., e 2k )\ = 

kl 

=X 1 ... X k ^ 1 ; l’égalité a lieu si et seulement si X p = 1 pour 1 ^ p ^ k 9 
c’est-à-dire chaque fois que ie 2p _i = ± e 2p pour 1 < p ^ k. La dernière 
égalité implique justement que V est un sous-espace complexe dans R 2 ' 1 . 
Le lemme 2 est démontré. 

Démonstration du théorème. Soient cp une forme exté¬ 
rieure de degré / sur R 271 , et V un sous-espace linéaire à / dimensions de R 271 ; 
soient v l9 ..., v t et v{, .... v\ deux bases orthonormées quelconques de 
même classe d’orientation dans V. En vertu de la loi de transformation 
d’une forme extérieure à / dimensions dans un espace à / dimensions 
(qui se réduit à la multiplication par le déterminant de la transformation 
linéaire), on a aussitôt <p(v l9 ..., u,) = <p(v[ 9 ..«/). Aussi la forme cp 
se réduit-elle à une fonction sur l’ensemble des classes de bases ortho¬ 
normées orientées dans un même sous-espace (cp varie en fonction de la 
variation du sous-espace). En d’autres mots, toute /-forme cp sur l’espace 
euclidien R 2 ” définit une fonction (désignée par la même lettre cp) sur la 

A 

variété grassmannienne G 2nt / des sous-espaces orientés à / dimensions 
dans R 271 (voir § 5). La classe des bases orthonormées orientées dans V 9 
c’est-à-dire un point appartenant à ^2 n, l9 sera notée V. 


_MINIMALITÉ DES i QUS : VARI ! ^ OMpLExES 

Soient maintenant Z une sous-variété complexe dans M, et Y une 
variation admissible. Comme précédemment, nous désignerons par T X 

&p. T,r) *»!»““"*•»*,* X (“Ç ‘ n ™ .v (4. TyFiJt Z 

une sous-vanete de M telle que ÔZ = * u( _ y) (fig . 126) Soit 


Fig. 126. 


a __ gfjdz' A dz J la 2-forme fermée sur M définie plus haut, et soit 

__ _L co* On a alors de toute évidence da k = 0. En vertu de la formule 
‘ kl 

de Stokes, on a 

/• n /» n 


l 

0 = V do k = V G k — \ a k — \ ff l£ \ 

\ dZ Xu(-T) x r 


c’est-à-dire que 




Désignons les formes de volume extérieures 
par dx et dy respectivement. On a alors 


à 2k dimensions de AT et de K 


M 

T. v 


o k {T*X)dx-, 


r, v’ 


<J k (Tj)dy. 


Y * 

i p X est 

Puisque X est une sous-variété ^™P' e n x ^ t j^ S on a en'vertu du lemme 2 
un sous-espace complexe dans T X M — ’ var iété Y n'est pas 

c^TJ) s 1 et o k (f y Y) < 1 (rappelons que la sous va 

toujours complexe). Il en découle que 

~ T / «r\ 


V(X) =\dx = 


l Y 


= v{Y). 


X X , 

La première proposition du théorènie est^ d ^ y^nfiée si et seulement 
Il est évident ensuite que l’égalité n( dimensions de mesu 

si l’identité o k {T y Y) = 1 a lieu sur l’ensemble 
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complète. Conformément au lemme 2, cette dernière identité signifie que 
T y Y est un sous-espace complexe pour y g Y (pour presque chaque point 
y e Y), c'est-à-dire que Y est une variété complexe dans M, ce qui achève 
la démonstration du théorème. 

La démonstration permet de voir que l’hypothèse de non-singularité 
delcM n’est pas une restriction contraignante. La démonstration (en 
termes de sous-ensembles de mesure complète) reste aussi valable pour 
des surfaces algébriques complexes X c= M (c’est-à-dire définies par un 
système d’équations polynomiales sur M), bien que ces surfaces puissent 
admettre des singularités (par exemple du type de cônes au-dessus des 
variétés différentiables). Dans ce cas la condition de bordance de X et 
de Y peut être remplacée par une relation plus générale : X est homologue 
à Y dans le groupe H 2k (M, dX ), ce qui veut dire que X et Y définissent 
un seul et même élément dans le groupe H 2k (M , SX). 

Dans CP”, la sous-variété GP* (1 < fc < n) réalise un générateur du 
groupe H 2k (QP n , Z) = Z et est minimale au sens global dans cette classe 
d’homologie. On montre un fait moins trivial: si Y <= CP" est une sous- 
variété quelconque à 2k dimensions réalisant le générateur 1 e Z = 
= H 2k (CP n ; Z) et telle que v(V) = t?(CP*), il existe dans le groupe SU(n 4- 1) 
une transformation CP" -> CP" qui fait passer Y en CP*. Autrement dit, 
la sous-variété CP* <= CP" fournit la solution unique (à une isométrie 
près) du problème variationnel à dimensions multiples (recherche du mini¬ 
mum absolu) dans la classe d’homologie 1 e Z = //^(CP"; Z). On peut 
faire mieux et montrer que si Y réalise un élément me Z = H 2k (CP n ; Z) 
pour m t* ± 1, alors r(L) > v(CP k ). Nous citons tous ces résultats sans 
démonstration. 
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Le II e tome est consacré à la géométrie et à la topo¬ 
logie des variétés (nœuds» enlacements» groupe fonda* 
mental, groupes d'homotopie, fibrations et espaces fi- 

’r»es 


ma- 


brés) ainsi qu'aux applications des méthodes topolog* 
à des problèmes d'actualité de la physique et des 
thématiques tels que la théorie quantiq' 1 ' des champs 
de Yang-Mills et des champs chiraux, la Relativité géné¬ 
rale, les équations de Korteweg-de Vries, Sin-Gordon, etc. 

S'adresse aux étudiants de maîtrise (mathématiques et 
physique) ou du troisième cycle, ainsi qu'aux chercheurs 
en mathématiques pures et appliquées et aux physicie 
théoriciens. 














